Erweiterter Euklidischer Algorithmus (EEA)

Algorithmus Erweiterter Euklidischer Algorithmus (EEA)
EINGABE: ag,a; mit N(ag) > N(a1)
© Setzei:=1,%X0:=1,y¥0:=0,x; :=0undy; :=1.
@ While (a; # 0)
@ Berechne mittels euklidischer Division a;. 1, gi+1 Mit

a1 = 0i+18 + a1 und N(ai;1) < N(a;) oder aj; = 0.
Q Setze Xiy1 :=Xi_1 — Qiy1X.
© Setzeyi,1 =Yi_1— dis1Yi.
Q Setzei =i+ 1.

AUSGABE: a;_; = ggT(ag,a1) = Xj_1a+Yi_1b
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Korrektheit von EEA

Satz Korrektheit von EEA
Bei Eingabe agp, a; € R berechnet EEA ggT(ag,a1), X, y mit

X-ap+Yy -a; =ggT(ag, as).

Beweis:
@ Der Algorithmus terminiert mit axy = 0 und ax_1 = ggT(ao,az).
@ Wir beweisen per Induktion die Invariante
a =X -agtyi-a furo<i<k.
@ IAfuri=0undi =1:
ap =Xpdg+VYoas =1-ag+0-a;unda; =0-ag+1-a;s.

@ ISfuri —i+1:

i1 =& 1—i1d = (X_180+Yi 181) — Giy1(X80 + Yid1)

= (Xi—1 — Gi4+1%)a0 + (Yi—1 — Qip1Yi)a1 = X 4180 + Yis181
@ Bei Terminierung gilt also

ax_1 = 09T(ap,a1) = Xk_180 + Yk_1a1.

Erweiterter Euklidischer Algorithmus, Kongruenzrechnung, Kleiner Fermat 41/110

Zahlentheorie - VO5 - 18.04.2012




Bsp. EEA

Bsp: Wir berechnen wieder ggT(93,42).

P& [ di | X Yi
0193 | — 1 0
1142 — 0 1
2|1 9| 2 1| -2
3/ 6| 4|-4 9
4| 3|1 5| -11
5/ 0] 2

Damit gilt ggT(93,42) =3 =5-93 — 11 - 42.
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kleinstes gemeinsames Vielfaches (kgV)
Definition kgV

Sei R ein faktorieller Ring und a,b € R. Dann ist das kleinste
gemeinsame Vielfache (kgV(a, b)) von a und b definiert als ein

¢ € R mita|c, b|c und fur jedes d, das von a und b geteilt wird, gilt c|d.

Satz Existenz kgV

Sei R ein faktorieller Ring und a,b € R \ {0}. Dann existiert kgV(a, b)
und ist eindeutig bis auf Assoziiertheit.

Beweis:
@ Eindeutigkeit: Analog zu ggT(a,b).
@ Existenz: Analog zu ggT(a,b) betrachte die Primzerlegung
a=u[]pepp™undb=vJ[[,pp™ furu,v e R"
@ EsgiltkgV(a,b) = [[,cp pP™{"™}, denn jedes gemeinsame
Vielfache von a, b ist von der Form Hpep pke, kp > max{np,mp}.
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Zusammenhang ggT und kgV

Satz ggT und kgV
Sei R ein faktorieller Ring und a,b € R \ {0}. Dann gilt

kgV(a,b) = (bis auf Assoziiertheit).

ab
ggT(a,b)

Beweis:
@ Schreibe wieder a = u[],cp p™ und b = v [[,.p p™. Dann gilt
ab = uv HpeP phetme = yy HpeP pmin{np.mp }-+max{np,mp}

=uv -ggT(a,b)-kgV(a,b).
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Kongruenzrechnung

Definition Kongruenz

Seien a,b € N und n € N. Wir bezeichen a als kongruent zu b falls
n | (a—b). Wir schreiben a = b mod n.

Anmerkungen:
® Esgita=bmodngdwa=b+k-nflreink € Z.
® Seia=qgn+r undb =qg’'n+r. Dann gilt
a—b =(g—q’)nund damita =b mod n.
@ D.h. a = b gdw a, b lassen bei Division durch n denselben Rest.

Bsp:
® Esqit2=7=12mod5.
@ a st gerade gdw a = 0 mod 2.
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Reprasentanten-Unabhangigkeit

Satz Reprasentanten-Unabh&ngigkeit
Seien a = b mod n und ¢ = d mod n. Dann gilt

a+c=b+dundac = bd mod n.

Beweis:

@ Esgilta=b-+knundc=d + ¢nfurk, ¢ € Z. Damit ist

at+c=b+d+(kk+)n.
@ Dh. a+c=b+d.

@ Analog gilt fir die Multiplikation

ac = (b +kn)(d + ¢n) = bd + (kd + b’ + k¢n)n.
@ Es folgt ac = bd mod n.

Korollar

Fira = b mod n gilt a™ = b™ mod n fir alle m € Np. J

Zahlentheorie - VO5 - 18.04.2012

Erweiterter Euklidischer Algorithmus, Kongruenzrechnung, Kleiner Fermat

46/110



Bsp. Reprasentanten-Unabhangigkeit

Bsp:
@ Die letzte Dezimalstelle von 3190 jst

3100 = 950 = (—1)% = 1 mod 10.
@ Seia=) ;4 10' mita; € {0,...,9} die Dezimaldarstellung von a.
@ Esgita= Y, a(1) =3 a mod3.
@ D.h. 3 | a gdw die Quersumme von a durch 3 teilbar ist.

@ Analog gilta =", a(—1)" mod 11. D.h. 11 | a gdw die
alternierende Quersumme von a durch 11 teilbar ist.
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