Binomische Formel mod p
Lemma Binomische Formel mod p
Seien a,b € Z und p € P. Dann gilt

(a+Db)P =aP + bP modp.

Beweis:
@ Nach Binomischer Formel gilt
(@+b)P =P o (P)albP—i = aP + bP + P 1 (P)aibP—,
@ Wir wollen zeigen, dass p| (M) fur1<i<p. Daraus folgt
(a+ p)p = aP + bP modp.
@ Esgilt () - |l:(p =1z 5P —1i)-
@ Wegeni > 1teiltp dle rechte Seite der Gleichung.
@ Da p die rechte Seite teilt, muss p auch die linke Seite teilen.
@ Wegeni < p und p prim gilt aber p {il. Damit folgt p | (7).

Anmerkung: Die Abbildungf : Z — Z,x — xP modp ist linear, d.h.

f(a+b)=f(a)+f(b) modp . (f heildt Frobenius.)
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Kleiner Satz von Fermat

Satz Kleiner Satz von Fermat
Sei p € P. Dann gilt

aP = amodp fir alle a € Z.

Beweis:

@ Wir fihren zunachst eine Induktion fir a > 0 durch.
@ IAa=0:0°=0modp.
@ IS a — a + 1: Nach vorigem Lemma gilt

(a+ 1P =aP+1°P =a+ 1 modp.

® Fura < 0gilt (—a)?P = —amodp mit —a > 0.
@ Firp =2ist —a= —a -+ 2a = amod2. Daraus folgt die Aussage.
@ Fur ungerades p folgt

—a=(—a)’ =(—-1)PaP = —aP modp.

@ Multiplikation mit (—1) liefert die gewlinschte Identitét.
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Kleiner Satz von Fermat

Korollar Kleiner Satz von Fermat (Variante)
Sei p € P. Dann gilt

aP~1 = 1 modp fur alle a € Z mitp ¢ a.

Beweis:
® Wirwissenp | aP —abzw. p|a(a® —1).
@ Dap primund p {afolgt p | a® — 1 und damit aP~! = 1 modp.

Anwendung:

@ Bei Rechnung modulo p reduziere Exponenten modulo p — 1.
@ Modulo p =5 gilt z.B.

299 = 23+96 — 23 . (24)24 = 23. 124 — 23 = 3 modS5.
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Teiler und Vielfache

Lemma uUber Teiler und Vielfache

Fira,b € Z und n,m € N gilt:
© Fallsa=b modn und m|n, dann ist a = b modm.
@ Esgilt a= b modn gdw ma = mb modmn.

Beweis:
(1) Aus n|ja — b und min folgt mja — b.
(2) =: Aus n|a — b folgt mnjm(a — b).
<: Aus nm|m(a — b) folgt nmc = m(a — b) und damit nc = a — b.
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Ldsbarkeit linearer Gleichungen
Satz Losbarkeit linearer Gleichungen

Seien a,b € Z und n € N mit ax = b modn. Seid = ggT(a,n).
© Falls eine Losung x € Z existiert, so gilt d | b.
© Seid | b. Seieny,z € Z mitya +zn = ggT(a,n) =d.

Ein x € Z ist Losung gdw

X =y& mod§.

Beweis:

(1) Seix eine Lésung mit ax = b modn. Dann gilt ax = b + kn bzw.
b =ax —kn.
d = ggT(a, n) teilt beide Summanden rechts. Damit giltd | b.
(2) «: Seix =y& modj. Dann gilt

ax=%.b=9".p=b-2zn} modén
Damit folgt ax = b modn, d.h. x ist eine Losung.
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Ldsbarkeit linearer Gleichungen

Beweis: (Fortsetzung)
=-: Sei x eine Losung mit ax = b modn. Dann gilt
yax = (d — nz)x = dx = yb modn.
Aus der letzten Kongruenz folgt x = yg mod .

Anmerkung:
Fir ggT(a,n) = 1 existiert stets genau eine Lésung x = yb modn.

Bsp:
@ Berechne die Losungsmenge von 4x = 2 mod6.
@ Der Erw. Euklidische Algorithmus liefert ggT(4,6) = —1-4+6 = 2.
@ Damit gilt x = —% = 2 mod3. D.h. die L6sungsmenge ist 2 + 3Z.
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Ldsung von simultanen Kongruenzen
Ziel:
@ Bestimme alle Losungen des Kongruenzensystems

cXx=a modn
dx=b modm

@ Falls ¢ # 1 l6se nach x auf (voriger Satz), ersetze n durch W
@ D.h. wir kbnnen oBdA annehmen, dassc =d = 1.

Satz Chinesischer Restsatz (CRT, Version 1)
Seiena,b € Zundn,m € N. Seid = ggT(n,m) =yn+zm, y,z € Z.

X=a modn
X=b modm

©@ Seia=bmodd. Ein x € Z ist eine Losung gdw
x =a—yna52 mod M.

© Falls das System |6sbar ist, gilt a = b modd.

Beachte: Fur teilerfremde n, m ist das System immer l6sbar.
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Chinesischer Restsatz

Beweis:
(1) Seix eine Losung mit x = a modn und x = b modm.
X =a modd

Dad |nundd | mfolgt —b modd

. Damit gilt a = b modd.
(2) «<: Seix =a—yn&32 mod 1P
@ Wegen d|n und d|m kdénnen wir x modulo n und m betrachten.
@ Modulo n gilt x = a —yn232 b = a modn und modulo m gilt
x =a-yn®® =a—(d-zm)232 = a—(a—b)+zm2;2 = b modm.
@ Damitist x eine Losung des simultanen Kongruenzensystems.

= Seien x,x’ Losungen. Wir zeigen, dass dann x = x’ mod .
® Wegenx =a=x'modnundx =b =x"modm folgt n | x —x’ und
m | x — x’. D.h. x — x’ ist gemeinsames Vielfaches von n und m.
® kgV(n, m) ist kleinstes gemeinsames Vielfaches von n und m, d.h.
kgV(n m) | x —x’.
= 0 folgt x = x” mod 7.

® Wegen kgV(n,m) = W
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Chinesischer Restsatz

Bsp: Lose das folgende System simultaner Kongruenzen

X =3 mod6
X=7 modl0 |’

@ Esgiltd =ggT(6,10) = —-3-6+2-10 = 2.

@ Losung existiert wegen 3 = 7 mod2 und besitzt die Form
x =3+3:6-351 =3+ (-6) = 27 mod30.

@ D.h. alle Losungen sind von der Gestalt 27 4 30Z.
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Chinesischer Restsatz flir mehr Gleichungen

Satz Chinesischer Restsatz

Die Lésungsmenge des Systems von simultanen Kongruenzen
ajx =bymodn; furi=1,...,n

kann berechnet werden.

Beweis:

@ LOse zunéchst alle linearen Gleichungen nach x auf. Dies liefert
x =¢;modn] firc; € Z,n{ € N.
@ Lose mittels Chinesischem Restsatz die Kongruenzen
X =c; modnj
X =C; modn,
@ Die Losungen kombinieren wir mit x = ¢z mod ng, usw.

@ D.h. wir fassen jeweils zwei Kongruenzen zusammen, bis nur
noch eine Kongruenz verbleibt.

Ubung: Geben Sie eine explizite Formel fir x falls n = 3.
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