Wiederholung

Breitensuche BFS mit Startknoten s
o Berechnet klrzeste s-v-Pfade

o Berechnet Spannbaum

o Zusammenhangskomponenten

o Laufzeit O(n+m)

Tiefensuche
o Berechnet Spannbaum
o Laufzeit O(n+m)

Hamiltonsche Kreis
o Berechenbar fur sehr dichte Graphen
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‘ Konigsberger Bruckenproblem

Euler(1736): Kein Rundweg durch Koénigsberg mit

o Alle Bricken Uber die Pregel werden genau einmal besucht.
o Startpunkt ist identisch mit Endpunkt.
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Def: Sei G=(V,E). Eine Eulertour in G ist ein Pfad, der jede Kante
genau einmal besucht, und bei dem Anfangs- und Endknoten
Ubereinstimmen.

Graphen mit Eulertour nennt man eulersch.
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Kritertum fur eulersche Graphen

Satz: Sei G=(V,E) zusammenhangend.
G eulersch < deg(v) gerade fur allev € V
=
Sel p=(vy,Vq,---,Vi,Vp) €ine Eulertour.
o Innerer Knoten v = v, komme t, t>0, mal in der Eulertour vor.
= deg(v) = 2t
o Knoten v, komme t+2, t > 0, mal vor.
= deg(v,) = 2t+2
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G eulersch <= deg(v) gerade

Algorithmus Eulertour
Eingabe: G(V,E) mit deg(v) gerade fur allev € V
W, < (v) fur beliebiges v
<1
while (nicht alle Kanten besucht)
1 Wahle Knoten v; in W =(v,,...,v,=V,), der zu nicht besuchter Kante {v;,u} inzident ist.
2. Konstruiere Weg W;'=(v;,u,...,V)).
3. Wi <= (VoroeaVjU,oy Vo,V ZYg), duh. verschmelze Wi und WY

Ausgabe: Eulertour W,

Korrektheit:
Alle Kanten werden besucht, d.h. Algorithmus terminiert.
Da G zusammenhangend ist, werden alle Knoten besucht.

z.z.: Konstruktion von W’ in Schritt 3.2 ist moéglich:
Q Da jeder innere Knoten w in W, geraden Grad hat, kann w wieder verlassen werden.
Q Weg muss schliesslich wieder in v; enden.
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Planare Graphen

Def: Ein Graph G=(V,E) heisst planar falls er in den R?einbettbar

Ist, d.h. falls seine Kanten so dargestellt werden kénnen, dass
sie sich paarweise nicht schneiden.

Kanten: (Jordan-)Kurven
o Strecken statt Kurven liefert dieselbe Klasse von Graphen.
(Fary‘s Theorem)
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Planare Graphen

Ebenes und nicht-ebenes Diagramm des K,.
o Ebenes Diagramm unterteilt in 4 Gebiete R={ry,...r,}.

XA

Bipartite Graphen K,
112
o n, braune Knoten, n, grine Knoten
o e ={u,v} € E < u,v haben verschiedene Farben

K%
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| R |1st topologische Invariante.

Satz (Eulersche Polyederformel): Sei G=(V,E) zusammenhéangend
und planar. Sei f die Anzahl der Flachen eines ebenen
Diagramms von G. Dann gilt:

f = m-n+2.

Beweis per Induktion Gber m

IV: m=n-1, fir m<n-1 ist G nicht zusammenhangend.
o G ist Baum, d.h. kreisfrei
o Ghatf=1=(n-1)-n+2 Flachen

IS: m-1 — m. Sei |[E| = m.
o G muss Kreis C enthalten. Sei ec C.
o G'=(V, E\{e}) hat m-1 Kanten und daher f'=m-n+1 Flachen.
2o In G werden zwei Flachen von G* durch e getrennt.
o G hat f'+1=m-n+2 Flachen.
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Flachen bei nicht-zusammenhangenden G

Korollar: Sei G=(V,E) mit k ZHK. Dann gilt:
f = m-n+k+1.

/HK: G,=(V,,E)), ..., G =(V,, E})
Fur jedes G, mit |[V|=n,, |E|=m. qilt:
a f=m-n+2
0 Aulenflache wird k-mal gezahlt
= f=2m-2n+2k-(k-1)
= m-n+k+1
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Kritertum fur nicht-planare Graphen

Satz: Fur jeden planaren Graphen G=(V,E) gilt: m < 3(n-2)

Sei E={e,,...,e,} und R={r,,...,r.
Relation A={(e,r) € E x R | e ist (im Rand) von r}
Doppeltes Abzahlen:
o Zeilensumme: Jedes e begrenzt hdchstens zwei Gebiete
= |A| < 2m
o Spaltensumme: Jedes r wird von mindestens drei Kanten begrenzt.
= |A| > 3f
Insgesamt:
3f <2m
< 3(M-n+2) < 2m2
& m < 3(n-2)

Korollar: Fur planare G=(V,E) ohne Kreise mit Lange 3 gilt: m < 2(n-2)
Beweis: 4(m-n+2) < 2m < m < 2(n-2)
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Nicht-planare Graphen

Korollar: Kg und K, ; sind nicht planar.

K, Ist fir n> 5 nicht planar
o K, hat %2n(n-1) > 3(n-2) Kanten.
K3 5 ISt nicht planar.
o Bipartite Graphen besitzen keine Kreise der Lange 3.
o Annahme: Sei C=(cy,C,.C5) Kreis in K, .
ODbdA sei c, grun gefarbt.

Dann ist c, braun und c, grin.
Damit kdnnen ¢, und c; nicht verbunden sein.

0 Kj 5 hat 3*3 > 2(n-2)=8 Kanten
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Satz von Kuratowski

Sei G=(V,E) und e={u,v} € E
Einflgen von Knoten v' in Kante e:
o0 Vi VU{VLE+ E\euU{{uv}{v}}
H=(V‘,E’) ist Unterteilung von G:
o H kann aus G durch Einfigen von Knoten konstruiert werden.

Satz(Kuratowski):
G planar < G enthalt keine Unterteilung von Ky oder K; .

(ohne Beweis)

Petersongraph ist nicht planar.
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Grad eines Knoten in planaren Graphen

Satz: Seil G planar. Dann besitzt G einen
Knoten v mit deg(v)< 5.

Ann: deg(v) > 6.

= 2m=2_, deg(v) > 6n
= m > 3n (Widersprich: m<3(n-2))
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/Zusammentassung

Konigsberger Brickenproblem

Q

Q

Eulertour
besucht alle Kanten
Anfangs- und Endknoten sind gleich
G eulersch < deg(v)=0 mod 2 fur allev € V

Planare Graphen

a
Q
Q
a
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Flachenanzahl invariant: f = m-n+2

Dldnn besetzte Graphen: m < 3(n-2)

Jeder nicht planare enthalt Unterteilung von Kg oder K, ,
Enthalt Knoten v mit deg(v) <5
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