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Erinnerung: Der Vektorraum F7
Schreiben {0,1}" als FF5.

Definition Vektorraum I3
(F3, +, -) mit Addition modulo 2, + : F5 x F5 — F3 und skalarer Multiplikation
- : F» x F] — T} definiert einen Vektorraum, d.h.

@ Assoziativitat: X + (y +2) = (X +y) + 2

@ Kommutativitdt: x +y =y + x

© 3 neutrales Element 0" : 0" + x =x+0" =x

@ Selbstinverse: ¥x : x = —x, d.h. x + x = 0".

© Skalare Multiplikation: a (X +y) = ax + ay.

Definition Unterraum des [/

S C F7 ist ein Unterraum des F3 gdw

0"cSundVx,ycS:x—-yecS.

@ Code C = {000, 100,010,110} ist Unterraum des F3.
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Erinnerung: Erzeugendensystem und Basis

Definition Erzeugendensystem und Basis eines Unterraums

Sei S C FJ ein Unterraum. Eine Menge G = {g1,...,09k} C S heil3t
Erzeugendensystem von S, falls jedes x € S als Linearkombination

X=qa1d1+...ax0k mita; € Fp

geschrieben werden kann. Notation: S = (g4, ...,9k)-

Eine Basis B ist ein minimales Erzeugendensystem, d.h. keine
Teilmenge von B erzeugt S.

@ C ={000,100,010,110} wird von G = {000, 100,010} erzeugt.
@ B= {100,010} ist eine Basis von C.
@ B’ ={100,110} ist ebenfalls eine Basis.
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Erinnerung: Basiserganzung

Erinnerung Eigenschaften einer Basis
Sei S C [F7 ein Unterraum.
@ Jede Basis von S hat dieselbe Kardinalitat, genannt die
Dimension dim(S).
© Jedes Erzeugendensystem G von S enthélt eine Untermenge, die
eine Basis von S ist.

© Jede linear unabhéngige Teilmenge von S kann zu einer Basis
erganzt werden.
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Lineare Codes

Definition Linearer Code

Sei C C [} ein Code. Falls C ein Unterraum ist, bezeichnen wir C als
linearen Code. Sei k die Dimension und d die Abstand von C, dann
bezeichnen wir C als [n, k, d]-Code.

e C = {000,100,010,110} ist ein [3,2, 1]-Code.
e C=(1011,1110,0101) ist ein [4, 2, 2]-Code.
@ Jeder [n, k, d]-Code ist ein (n, 2%, d)-Code.

@ D.h. wir kbnnen M = 2k Codeworte mittels einer Basis der
Dimension k kompakt darstellen.

@ Beispiele fir lineare Codes:
Hamming Codes, Golay Codes und Reed-Muller Codes.
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Generatormatrix eines linearen Codes

Definition Generatormatrix

Sei C ein linearer [n, k, d]-Code mit Basis B = {by,...,bg}. Die
(k x n)-Matrix

b,

G=| :

bk

hei3t Generatormatrix des Codes C.
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Abstand von linearen Codes

Satz Abstand eines linearen Codes
Sei C ein linearer Code. Dann gilt

d(C) = min, {(w(c)}.

“S”:
@ Sei Cm = Mingcc c2o{w(c)}. Dann gilt
d(C) < d(cm,0") = w(cm)
llzﬂ:
@ Seien ¢;, ¢; Codeworte mit d(C) = d(c;, ¢j).
@ Linearitat von C: ¢; + ¢; = ¢’ € C. Daher gilt

d(C) = d(ci,¢j) = w(ci + ¢j) = w(c') > . ncwln;éo{w(c)}

Bsp: G = (110,111) besitzt d(G) = w(001) = 1.

6. Woche: Lineare Codes, Syndrom, Gilbert-Varshamov Schranke 113/ 238



Decodierung mittels Standardarray

Algorithmus Standardarray

Eingabe: C = {cy,...,cn} linearer [n,log, M, d]-Code mit ¢ = 0".
Ausgabe: Standardarray A

@ Am Anfang A + C, d.h. Aist nur eine Zeile.

@ While A # FJ (Notationsmissbrauch; bedeutet: wenn nicht ganz FJ in A)
@ Wahle Fehlervektor f € F7 \ A mit minimalem Gewicht.
@ Hange Zeile (c1 +f=f,co +1,...,cy +f) der Tabelle A an.

Beispiel: C = {0000,1011,0110, 1101} besitzt Standardarray:

0000 | 1011 [ 0110 | 1101 |
1000 [ 0011 [ 1110 | 0101
0100 [ 1111 [ 0010 | 1001
0001 [ 1010 [ 0111 [ 1100

@ Decodiere x € {0, 1}" zum Codewort in erster Zeile derselben
Spalte
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Korrektheit des Algorithmus

Satz Decodierung zum nachsten Nachbarn via Standardarray

Sei C ein linearer [n, k]-Code mit Standardarray A. Jeder String x wird
durch Alg. Standardarray zu einem nachsten Nachbarn decodiert

@ Seix = fj + ¢j. Es qilt
min{d(x,c)} = min{w(x — ¢)} = min{w(fj+¢; —c)}
ceC ceC ceC
= mig{w(fi +¢)} //¢j — ¢ durchlauft alle Codeworte
ce
= w(f;) /* wegen Schritt 2.1 */ = w(x — ¢;) = d(x,¢;) .

Satz Decodierfehler perfekter linearer Codes

Sei C ein perfekter [n, k, d]-Code. Fir einen bindren symmetrischen Kanal
mit Fehlerws p gilt bei Verwendung von Alg. Standardarray

Ws(korrekte Decodierung) = ZL 7] (MP'(1 —p)""  (Beweis: Ubung)
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Inneres Produkt und Orthogonalitat

Fakt Eigenschaften des inneren Produkts

Seien x,y,z € F7 und a € F». Dann gilt fir das innere Produkt

() :FIxFJ — Fomit (X1,...,Xn) - (V45---5¥n) = XaY1 + ...+ Xa¥n
@ Kommutativitat: (x,y) = (y, x)

@ Distributivitat: (x,y + z) = (x,y) + (x,z).

© Skalare Assoziativitat: (ax,y) = a(x,y)

Definition Orthogonalitat, orthogonales Komplement

Seiy, z € F]. Wir bezeichnen y, z als orthogonal, falls (y,z) =0, in
Symbolen auch: y | z.
Das orthogonale Komplement {y}* von y ist definiert als die Menge

{y}* = {xeF} | (x,y) =0}.
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Lineare Codes mittels orthogonalem Komplement

Satz Linearer Code {y}*

Seiy € F3. Dann ist {y}~ ein linearer Code.

@ Zeigen, dass {y}* ein Unterraum des FJ ist.
@ Abgeschlossenheit: Seien x, X’ im orthog. Komplement von y.

(x+x'y)

(x,y) + (x'y) =0
@ 0 ¢ {y}*, denn (0,y) = 0.
Bsp:
o {1} ={xeFJ|xi+...+ X, =0} = {x € FJ | w(x) gerade}

@ Wirnennen xqy + ... + x, = 0 die Parity Check Gleichung des
Codes {1}+.
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Orthogonales Komplement erweitert auf Mengen

Definition Orthogonales Komplement einer Menge

Sei C = {c4,...,cm} C 7. Das orthogonale Komplement von C ist
definiert als
Ct = {xeF]| (cj,x) = O fiir alle i}.

@ Seici=Ci1Cpp...Cpn. Fir x € C* gelten Parity Check Gleichungen

Ci1X{ +CioXo+ ...+ Cinxp = 0

CuiXy +CyoXo+...+Cypxn = O

@ Sei P = (Cj)1<i<m,1<j<n, dann gilt Px! = 0! bzw. xP' = 0.
@ P heisst Kontrollmatrix (auch Parity Check Matrix, denn sie stellt
ein System von Parity Check Gleichungen dar) von C*.
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Dualer Code
Satz Dualer Code

Sei C = {c4,...,cm} C F] ein Code. Das orthogonale Komplement
C* von Cist ein linearer Code, genannt der duale Code von C.

Wir miissen nur zeigen, dass C* ein Vektorraum ist. Da
ct=]x*
xeC

ist die Menge C* ein Schnitt von Vektorrdumen, also ist sie ein
Vektorraum.

Bsp
@ Sei C*+ = {100,111}*. Dann gelten die Parity Check Gleichungen
X1 =0
Xt +Xo+x3 = 0.

@ Aus der 2. Gleichung folgt X, = x3 in F2, d.h. C*+ = {000,011}.
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Kontrollmatrix

Definition Parity Check Matrix und Kontrollmatrix P
Sei C ein linearer [n, k]-Code. Eine Matrix P, derart dass

C={xcFj]|xP' =0}

hei3t Parity Check Matrix des Codes C.
Ist P eine (n — k) x n-Matrix P, dann heisst sie Kontrollmatrix.

@ D.h. C wird sowohl durch eine Generatormatrix als auch durch eine Parity Check
Matrix oder eine Kontrollmatrix eindeutig definiert.

@ Im Gegensatz zu Generatormatrizen setzen wir nicht voraus, dass die Zeilen von
P einer Parity Check Matrix linear unabhangig sind. Wir werden sehen dass die
Zeilen einer Kontrollmatrix linear unabhangig sind.

@ Bsp.: Code C = {011,101} besitzt die Parity Check Matrizen
0o 1 1

P:(?é})mP’: 101 |.
1 1 0

6. Woche: Lineare Codes, Syndrom, Gilbert-Varshamov Schranke 120/ 238



Eigenschaften dualer Codes

Satz Eigenschaften dualer Codes |
Seien C, D Codes mit C C D. Dann gilt D+ C C*.

Beweis:

DL:ﬂxL:<ﬂxL)m( ﬂ xl>gﬂxL:CL.

xeD xeC xeD\C xeC

Satz Eigenschaften dualer Codes Il
Sei C ein linearer [n, k]-Code mit Generatormatrix G. Dann gilt
Q C' = {xeFj]|xG"'=0},d.h. Gist Parity Check Matrix fir C*.

@ dim(Ct) = n—dim(C). Insbesondere miissen die Zeilen einer
Kontrollmatrix fiir C* linear unabhangig sein.

Q@ ctt=cC

V.
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Beweis der Eigenschaften 1+2

@ G besitze Zeilenvektoren gy, ..., gk. Zeigen C+ = {g1 ..., 0k} .
» Mit vorigem Satz folgt: {g1,...,9k} € C = C+ C {g1,....0x}".
» {g1,...,0k}t C C*+:Seix € {g1,...,9«}*. Dann ist x orthogonal
zu jeder Linearkombination der g;, d.h. x ist orthog. zu jedem ¢ € C.
© Mit 1. gelten die Parity Check Gleichungen

11Xt + g12X2 + ... ginXn = 0
Ik1X1 + GkeXe + ... GknXn = O
Umwandeln in linke Standardform liefert (eventuell nach
Spaltenumbenennung)
X4 +at ki1 Xkp1 t...+a@pXn = 0
Xk +akkt1Xks1 t+ ...+ aknXn = 0
Variablen xx,1, . . ., X, frei wahlbar. Daher gilt dim(C+) = n — k.

© Zeigen C C C*++ und dim(C) = dim(C++). Damit gilt C = C*++.
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Beweis C = C++

@ Zeigen zunachst C C C*+1. Seic € C.
@ Esgilt C+ = {x € F] | (x,¢;) = O fiiralle ¢; € C}.
@ Ferner C*+ = {y € FJ | (y,x) = Ofiiralle x € C}, d.h. c € C*+*.

@ Wegen 2. gilt:
dim(C++) = n—dim(Ct) = n— (n—dim(C)) = dim(C).

Korollar Existenz einer Kontrollmatrix

Sei C ein linearer Code. Jede Generatormatrix von C ist eine
Kontrollmatrix fir C. D.h. insbesondere, dass jeder lineare Code C
eine Kontrollmatrix besitzt.

@ C'istlinear, besitzt also eine Generatormatrix G.
@ G ist Kontrollmatrix fiir den Dualcode von C*, d.h. fur C++ = C.
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Generatormatrix und Kontrollmatrix

Korollar Generatormatrix und Kontrollmatrix

Sei C ein [n, k]-Linearcode Uber mit Generatormatrix G.

Eine (n — k) x n-Matrix P mit linear unabh&ngigen Zeilen ist genau
dann eine Kontrollmatrix von C, wenn PG! = O.

Aus der Definition der Kontrolimatrix, xP! = 0 fir alle x € C, also
insbesondere fiir die Elemente einer Basis. Es folgt GP! = O (und
PG! = 0).

Nach Definition und Satz Eigenschaften dualer Codes I1.2 sind die
Zeilen einer Kontrollmatrix linear unabhangig.

Gelte umgekehrt PG! = O, dann sind nach dem ersten Teil alle Zeilen
von H Codewdrter von C+ und P Kontrolimatrix.
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Konstruktion eines dualen Codes

Bsp: C = (1011,0110).
@ Parity Check Gleichungen

Xq +Xx3 +x4 = 0
Xo +X3 =0

@ Wahlen beliebige Werte fiir x5, x4 und I6sen nach xi, xo auf.

e C*+ ={0000,1001,1110,0111} = (1001,1110)
@ dim(Ct) =4 —dim(C) =2

Bsp: C = (1100,0011)
@ Codeworte 1100 und 0011 sind orthogonal.
@ Beide Codeworte 1100, 0011 sind orthogonal zu sich selbst.
@ D.h. C C Ctunddim(C) =2 =dim(C").
@ Damitist C+ = C. C ist ein selbst-dualer Code.
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Préasentation eines Codes durch G oder P

Vorteil der Préasentation durch Generatormatrix:
@ Einfache Generierung aller Codeworte von C

Vorteil der Présentation durch Parity Check Matrix:
@ Entscheidung, ob ein x im Code C liegt.

Satz MinimalAbstand via P

Sei C ein linearer [n, k]-Code mit Parity Check Matrix P. Fir die
MinimalAbstand von C gilt

d(C) = min{r € N | Es gibt r linear abh&ngige Spalten in P}.
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Beweis zum MinimalAbstand via Spalten von P

@ Sei r die minimale Anzahl von linear abh&ngigen Spalten.
@ Esgibteinc € FJ mit w(c) =rund P-c¢! =0! < cP! = 0.
@ Damit giltc € Cund d(C) < r.

@ Annahme: d(C) < r.
@ Sei ¢’ € C ein Codewort mit Gewicht d(C). Dann gilt P (¢’)! = 0.

@ D.h. es gibt d(C) < r linear abhangige Spalten in P.
(Widerspruch zur Minimalitat von r)
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Aquivalente lineare Codes

Definition Aquivalenz von linearen Codes

Sei C ein linearer Code mit Generatormatrix G. Die durch Kombination
der drei elementaren Matrixoperationen auf G

@ Vertauschen von zwei Zeilenvektoren

© Vertauschen von zwei Spaltenvektoren

© Addition eines Zeilenvektors zu einem anderen Zeilenvektor
entstehenden Codes bezeichnen wir als zu C dquivalente Codes.

Fakt Systematische Codes

Sei C ein linearer [n, k]-Code mit Generatormatrix G. Dann gibt es
einen zu C aquivalenten Code C’ mit Generatormatrix in linker
Standardform G’ = [Ix|Mk n—«]. C' nennt man systematischen Code.

@ Fuir systematische C': (X1, ..., Xk)G = (X1, -, Xks Y15+ -+ s Yn—k)-
@ yi,...,¥n_k nennt man die Redundanz der Nachricht.

6. Woche: Lineare Codes, Syndrom, Gilbert-Varshamov Schranke 128/ 238



Umwandlung Generatormatrix in Kontrollmatrix

Satz Konversion von Generatormatrix in Kontrollmatrix

Sei C ein linearer [n, k]-Code mit Generatormatrix G = [I|A]. Dann ist
P = [A!|l,_«] eine Kontrollmatrix fiir C.

Beweis 1: Direkt aus Korollar Generatormatrix und Kontrollmatrix wenn man merkt
dass, per Konstruktion, flr die i-te Zeile von G

k Stellen, die 1 in der i-ten
———
di :(01 ...0 a,-1...a,-,,,k)
und die j-te Spalte von P!

k Stellen, die 1 in der j-ten
———
(a1,-...akj 0...1 O)
gilt
<(0...1 ...0ap ...a,',,_k),(a1/-...ak,'0.‘.1 0)> :a,-,--s—a,-,':O . (*)
Beweis 2: Sei C’ der Code mit Kontrollmatrix P: Aus (x) folgt C C C'. Es bleibt z.Z.,

dass dim(C) = dim(C’). Nun, P hat n — k linear unabhéangige Zeilen. D.h. Dualcode
(C")* hat Generatormatrix P und Dimension n — k.

dim(C’) = n—dim((C')*) = n— (n— k) = k = dim(C) .
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Syndrome

Definition Syndrom

Sei C C F3 ein Code mit Kontrollmatrix P und x € F5. Das Syndrom
von X ist definiert als S(x) = xP!.

Satz Standardarrays und Syndrome

Sei C ein linearer Code mit Standardarray A und Kontrollmatrix P. Die
Elemente x,y € ] sind in derselben Zeile von A gdw S(x) = S(y).

@ Seix =fi+cjundy = fx + c;.
@ Esgilt S(x) = S(f; + ¢j) = S(fi) + S(¢;) = S(*i).
@ Analog folgt S(y) = S(fx). D.h.

S(y) = S(x) < S(t) = S(t)
s Sh—-f)=0 o fi—feC oi=k
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Syndromdecodierung mittels Syndromtabelle

@ Decodierung mittels Standardarray: x = f; + ¢; mit Fehlervektor f;.
@ Paarweise verschiedene Fehlervektoren bilden die erste Spalte

eines Standardarrays.

@ Berechne die folgende Syndromtabelle fir C

Fehlervektor | Syndrom
0 0
fa S(f2)
f3 S(fa)
f, S(te)

Algorithmus Syndromdecodierung

EINGABE: x € ]

@ Berechne S(x) und vergleiche mit der Syndromspalte.

Q Falls S(x) = S(f;), Ausgabe ¢ = x — f;.
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Verbesserte Gilbert-Varshamov Schranke
@ Erinnerung Sphere-Covering Schranke: A(n,d) > W"_”.
o Idee: Uberdecke Raum FJ mit Hammingkugeln vom Radius d — 1.

Satz Gilbert Varshamov Schranke
Es gibt einen linearen [n, k, d]-Code falls

k 2"
2 < m.

Sei k maximal. Es folgt A(n, d) > 2k,

Bsp: A(5,3)
. . 25
@ Sphere-Covering: A(5,3) > O 0+0) 2
@ Gilbert-Varshamov: Es gibt einen linearen (5, 2, 3)-Code gdw
ok « 22 32
G+()  °
@ k = 2ist maximal, d.h. es gibt einen linearen (5, 4, 3)-Code.
@ Esfolgt A(5,3) > 4. Wissen bereits, dass A(5,3) = 4.
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Beweis der verb. Gilbert-Varshamov Schranke
@ Konstruiere ((n — k) x n)-Kontrollmatrix P, so dass keine d — 1
Spalten linear abh&ngig sind.

@ Wahle die 1. Spalte von P beliebig in F5 .
@ Wabhl der i. Spalte von P:
» Darf keine Linearkombination von j < d — 2 der bisherigen j — 1
Spalten sein.
» Anzahl der méglichen Linearkombinationen

d-2 .
N; = <' p 1).
=~
» Finden j-te linear unabhéngige Spalte in IFg‘k, falls N; +1 < 27k,

@ Finden n linear unabhangige Spalten in F”‘k falls N, + 1 < 27k,

® Esgilt Np+1 =372 (";") = V"' (d - 2) und damit die
Bedingung

Vil(d-2) < Z.
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