Definition Information I(p)

Definition I(p)

Die Information I(p) eines Symbols mit Quellws p > 0 ist definiert als
1
I(p) = log —.
(P) 5

Die Einheit der Information bezeichnet man als Bit.
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Beispiele fur Information

® Q= {0,1} mitp; = p, = 3. Dannist1(3) = 1, d.h. fiir jedes
gesendete Symbol erhalt der Empfanger 1 Bit an Information.

@ Q={0,1} mitp; =1,p, = 0. Dannist I(1) = 0, d.h. der
Empfanger enthalt 0 Bit an Information pro gesendetem Zeichen.

@ Beamer-Bild SXGA: Auflosung 1280 x 1024, 256 Farben

» 21280410248 mpgliche Bilder. Annahme: Jedes gleich
wahrscheinlich.
» Information in Bit: |(21280+1024x8) — 1280 x 1024 * 8 = 10.485.760

@ Meine Erklarung dieser Folie:
< 1000 Worte, < 10.000 Worte Vokabular

» Information meiner Erklarung: 1(10.000~19%0) < 13.288
» Beispiel fur “Ein Bild sagt mehr als 1000 Worte!”
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Entropie einer Quelle

Definition Entropie einer Quelle

Sei Q eine Quelle mit Quellws P = {p1,...,pn}. Die Entropie von Q ist
definiert als

HQ) = pil(p) Zp. Iog— = —Zp. log p;.
i=1

@ D.h. Entropie ist die erwartete Information pro Quellsymbol.
@ Fir p; = 0 definieren wir p; log pl =0.

o P= n,n,... } HQ)=>1, Iogn:logn

)

P={3f .50} :HQ) = zizlﬁlognzlogn
e P={1,0,0,...,0} :H(Q)=1xlogl=0

Wollen zeigen: 0 < H(Q) < logn.
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Wechsel zu anderer Ws-Verteilung

Lemma Wechsel Ws-Verteilung

Sei P = {p1,...,pn} eine Ws-Verteilung und Q = {qs, ..., qn} mit
SN qi < 1. Dann gilt

> pil(p) <D pil(a)
i=1 =1

Gleichheit gilt genau dann, wenn p; = q; firallei =1,...,n.

Beweis:
Nutzliche Ungleichung fur das Rechnen mit logs:

X—1>Inx =logx-In2 furallex >0

Gleichheit gilt gdw x = 1.

DiMa Il - Vorlesung 11 - 20.06.2011 Entropie, Shannons Theorem, Quellerweiterung, Maximum Likelihood 159 /258



Beweis des Lemmas

n n n 1 1
;pil(pi)_;pil(qi) = ;pi (Ioga—loga)
N o O
= i;p.Iogpi
1o, (9
= |”2i:1p' <Di 1)
1 n n
= m(ZQi—ZFh)
i=1 i=1
= %(Zqi—l)so
i=1

Gleichheit gilt gdw % =1firallei=1,...,n.
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Untere und obere Schranken fur H(P)

Satz Schranken fur H(P)

Sei Q eine Quelle mit Ws-Verteilung P = {p1,...,pn}. Dann gilt
0 <H(Q) <logn.

Weiterhin gilt H(Q) = log n gdw alle p; = % furi=1,...,nund
H(Q)=0gdwp; =1flreini € [n].

Beweis:

@ SeiP’={i ..., 1} die Gleichverteilung.
@ Nach Lemma zum Wechsel von Ws-Verteilungen gilt

n n n
1 1
H(Q) = pilog— <> pilog— =logn>_ p; = logn.
i=1 Pi i P i=1
@ Gleichheit gilt gdw p; = p/ = L fur alle i.
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Untere Schranke fur H(P)

Verwenden Ungleichung logx > 0 fir x > 1. Gleichheit gilt gdw x = 1.
: 1
H(Q) =) pilog 5 =0
i=1 :

mit Gleichheit gdw - = 1 fur eini € [n]. 0

Bsp: bin &re Entropiefunktion
@ Bindre Quelle Q = {aj,ap} mitP = {p,1—p} =~ % "

H(Q)=plog%+(1—p)log

1-p
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Kodieren einer binaren Quelle

Szenario: Binare Quelle Q mitP = {%, %} mit
1 3 4
H(Q) = 1 log4 + i Iog§ ~ 0.811.
@ Huffman-Kodierung von Q:

C(a1) =0,C(az) =1mitE(C) =1.
@ Problem: Wie konnen wir a, mit kurzem Codewort kodieren?

@ Idee: Kodieren Zweierbldcke von Quellsymbolen.
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Quellerweiterungen von Q
@ Betrachten Q2 = {ajay,aiay, axay, aaz} mit Quellws

9

3
TP =%

1 —
—,P2=P3 = 16 16"

pP1 = 16

@ Huffmann-Kodierung von Q? liefert
C(ajai) = 101,C(aza;) = 100,C(ajaz) = 11,C(azaz) =0
mit E(C) =3 (g5 + 15) + 2 35 + 1~ 15 = 56

@ Jedes Codewort kodiert zwei Quellsymbole, d.h. die
durchschnittliche Codewortlange pro Quellsymbol ist

27
E(C)/2= 55 =0.844.

@ Ubung: Fur Q2 erhalt man 0.823.

DiMa Il - Vorlesung 11 - 20.06.2011 Entropie, Shannons Theorem, Quellerweiterung, Maximum Likelihood 164 /258



k-te Quellerweiterung QX

Definition k-te Quellerweiterung

Sei Q eine Quelle mit Alphabet A = {a;,...,an} und Ws-Verteilung

P = {p1,...,pn}. Die k-te Quellerweiterung Q* von Q ist definiert tiber
dem Alphabet AX, wobeia = a;, ... a;, € A die Quellws p;, - pi, - - P,
besitzt.

v

Satz Entropie von Q¥

Sei Q eine Quelle mit k-ter Quellerweiterung QK. Dann gilt

H(QX) =k - H(Q).
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Beweis fur H(Q)

1
H(Qk) = Z pil"'pik Iogi

(ig,-- ik ) €[Nk ip - - P

1 1
= Z pil...piklogp—_+~-~+ z pil...piklog—_

(ir,....ik )€[N]¥ = (it,....ix )EN]¥ 'k

@ Betrachten ersten Summanden

Z r-)il“‘r-)iklogpi = Zpilbgpi.-Zpiz.....Zpik

(i) €N h ie[n] e ieln]
1

= ) pylog—-1-...-1=H(Q).
ipe[n] Piy

@ Analog liefern die anderen k — 1 Summanden jeweils H(Q).
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Kodierungstheorem von Shannon
Kodierungstheorem von Shannon (1948)

Sei Q eine Quelle fur {ay, ..., an} mit Ws-Verteilung P = {py, .
Sei C ein kompakter Code fur Q. Dann gilt fur die erwartete
Codewortlange

<> Pn}.

H(Q) <E(C) <H(Q) +1.
Beweis: H(Q) < E(C)
@ Bezeichnen Codewortlangen ¢4; := |C(a;)| und g; := 274,
@ Nach Satz von McMillan gilt: >, gy = >, 274 < 1.
@ Lemma Wechsel Ws-Verteilung liefert

! 1 1
HQ) = > pilog= < pilog—
i=1 b i gl

n n
= ) pilog2 =) piti =E(C).
i=1 i=1
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E(C) <H(Q)+1
@ Wir konstruieren aus ps, ..., pn €inen Code C’.
@ Die Codewortlangen ¢; von C’ werden wie folgt gewahlt

1 1
log— <4 <log— + 1.
I =19,

Ein Code C’ mit dieser Eigenschaft heil3st Shannon-Fano Code.
@ Damit gilt

Y27 <Y p'_Z| 1Pi=1
@ Nach dem Satz von McMillan eX|st|ert ein eindeutig
entschlisselbarer Code C’ mit diesen Codewortlangen ¥;.
@ FUr jeden kompakten Code C gilt andererseits

E(C)<E(C) = En:pifi < En:pi <Iogi + 1>
i—1 i—1 Pi
= ZpilogéﬂLZpi =H(Q)+1
i=1 b=
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Anwendung auf Quellerweiterungen

Korollar zu Shannons Kodierungstheorem

Sei Q eine Quelle mit k-ter Quellerweiterung QK. Sei C ein kompakter
Code fiir QX. Dann gilt
E(C)

H(Q) < — <H(Q)+ %

Beweis:
@ Anwendung von Shannon’s Kodierungstheorem auf QX liefert

H(QX) < E(C) < H(QX) + 1.

@ Anwenden von H(QX) = kH(Q) und teilen durch k liefert die
Behauptung.
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Szenario fur fehlerkorrigierende Codes

Definition (n,M)-Code

Sei C C {0,1}" ein binarer Blockcode der Lange n mit |C| = M
Codeworten. Dann bezeichnen wir C als (n, M)-Code.

Erinnerung: Bin arer symmetrischer Kanal
@ Bits 0,1 kippen mit Ws p,p < 3 zu 1,0.

@ Korrekte Ubertragung 0 — 0,1 — 1 mit Ws 1 — p.

@ Kanal ist erinnerungslos, d.h. die Ws sind unabh&ngig von vorigen
Ereignissen.

@ Vorwarts-Kanalws: Ws[x empfangeric gesende}.
@ Ruckwarts-Kanalws: Ws[c gesendetx empfangeh
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Dekodieren

Definition Dekodier-Kriterium
Sei C C {0,1}" ein (n,M)-Code. Ein Dekodier-Kriterium f ist eine
Funktionf : {0,1}" - CU{L}.

@ Seix € {0,1}". Ein Dekodier-Kriterium dekodiert x zu f(x) € C
oder gibt Dekodierfehler f(x) =L aus.

@ Ziel: Konstruktion eines Dekodier-Kriteriums f, dass die Ws des
korrekten Dekodierens maximiert.

Wslkorrekte Dekodierungx empfangeh= Ws|f (x) gesendeix empfang

@ Summieren Uber alle moglichen empfangenen x liefert
Wslkorr. Dekodierunp=
> xe{o,13n Ws[f(x) gesendefx empfangeh- Ws[x empfangeh
@ Wir maximieren die Ruckwarts-Kanalws

Ws|[f (x) gesendefx empfangeh
@ D.h. wir dekodieren zu demjenigen Codewort ¢ = f(x), das mit héchster
Ws gesendet wurde.
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Maximum Likelihood Dekodierung

Definition Maximum Likelihood Dekodierung

Ein Dekodierkriterium f heil3t Maximum-Likelihood Kriterium, falls es
die Vorwarts-Ws fiir alle Codeworte maximiert, d.h.

Ws[x empfangerif (x) gesendédt= macx WSs[x empfangeric gesende}.
ce

Eine Anwendung von f heifl3t Maximum-Likelihood Dekodierung.
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Warum Maximum Likelihood?

Satz Maximum Likelihood optimal fur gleichverteilte Codeworte

Sei C ein (n,M)-Code und Ws[c gesenddt= - fur alle ¢ € C. Dann
maximiert die Maximum-Likelihood Dekodierung die Ws des korrekten
Dekodierens.

Beweis:
Ws[c gesendetx empfanger]
Ws[x empfangeric gesenddWs[c gesendét
E{\"Zl Ws[x empfangeric; gesenddWs|c; gesendét
Ws[x empfangerjc gesendét
S-M ., Ws[x empfangeric; gesendgt

@ Nenner ist konstant fur jeden Kanal.
@ Maximume-Likelihood maximiert den Zahler und damit den Term.
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Dekodieren zum Nachbarn minimaler Distanz
Definition Hamming-Distanz

Seien x,y € {0,1}". Die Hamming-Distanz d(x, y) ist definiert als die
Anzahl der Stellen, an denen sich x und y unterscheiden.

Satz

In jedem binaren symmetrischen Kanal ist das Dekodier-Kriterium, das
ein x zum Codewort minimaler Hamming-Distanz dekodiert ein
Maximum-Likelihood Kriterium.

Beweis:
@ Ws von genau k Fehlern an festen Stellen beim Senden von c

Ws[x empfangeft gesendgt= p*(1 — p)" .

@ Wegenp < % gilt p < 1 — p. Ein Dekodierkriterium f, das ein
Codewort ¢ mit minimaler Distanz d(x, ¢) wéahlt, minimiert k .

@ Damit maximiert f die Vorwarts-Kanalws und ist somit ein
Maximum-Likelihood Kriterium.
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