Erinnerung: Der Vektorraum F5

Definition Vektorraum [
F5 = ({0,1}", +, ) mit Addition modulo 2, + : F5 x F§ — F3 und
skalarer Multiplikation - : F, x ) — 5 definiert einen Vektorraum, d.h.
©Q Assoziativitat: X + (y +z) = (X +y) + 2
@ Kommutativitat: X +y =y + X
© I neutrales Element 0" : 0" + x = x + 0" = x
© Selbstinverse: Vx : x = —x, d.h. x +x = 0".
@ Skalare Multiplikation: a(x +y) = ax + ay.

Definition Unterraum des F?}
S C [} ist ein Unterraum des F3 gdw

0"eSundvx,y eS:x—-yeS.

Bsp: Code C = {000,100,010,110} ist Unterraum des 3.
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Erzeugendensystem und Basis

Definition Erzeugendensystem und Basis eines Unterraums

Sei S C F} ein Unterraum. Eine Menge G = {g1,...,0x} C S heil3t
Erzeugendensystem von S, falls jedes x € S als Linearkombination

X =101 +...00k mitOéiEFz

geschrieben werden kann. Notation: S = (94, ..., 0k)-
Eine Basis B ist ein minimales Erzeugendensystem, d.h. keine echte
Teilmenge von B erzeugt S.

Bsp:

@ C = {000, 100,010,110} wird von G = {000, 100,010} erzeugt.
@ B = {100,010} ist eine Basis von C.
@ B’ = {100, 110} ist ebenfalls eine Basis.
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Basiserganzung

Erinnerung Eigenschaften einer Basis
Sei S C F} ein Unterraum.

© Jede linear unabhangige Teilmenge von S kann zu einer Basis
erganzt werden.

@ Jede Basis von S besitzt dieselbe Kardinalitat, genannt die
Dimension dim(S).

© Jedes Erzeugendensystem G von S enthalt eine Untermenge, die
eine Basis von S ist.

v
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Lineare Codes

Definition Linearer Code

Sei C C ] ein Code. Wir bezeichnen C als linearen Code, falls C ein
Unterraum ist. Sei k die Dimension des Unterraums und d die Distanz
von C, dann bezeichnen wir C als [n, k, d]-Code.

Bsp:

@ C ={000, 100,010,110} ist ein [3, 2, 1]-Code.

@ C =(1011,1110,0101) ist ein [4, 2, 2]-Code.

@ Jeder [n, k,d]-Code ist ein (n, 2%, d)-Code.

@ D.h. wir kdnnen M = 2% Codeworte mittels einer Basis der
Dimension k kompakt darstellen.

@ Beispiele fur lineare Codes:
Hamming Codes, Golay Codes und Reed-Muller Codes.
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Generatormatrix eines linearen Codes

Definition Generatormatrix
Sei C ein linearer [n,k,d]-Code mit Basis B = {bg,...,bg}. Die
(k x n)-Matrix
by
G=| : |erk"
by
heil3t Generatormatrix des Codes C.

Definition Hamminggewicht
Seic € {0,1}". Das Hamminggewicht von c ist definiert als

w(c) =d(c,0).

D.h. w(c) ist die Anzahl der Einsen in c.

v
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Distanz von linearen Codes
Satz Distanz eines linearen Codes
Sei C ein linearer Code. Dann gilt

d(C) = Cerg’i(gé({{w(c)}.

“SH:
@ SeicCm = Mingec c20{W(C)}. Dann gilt
d(C) <d(cm,0") =w(cm)
HZH:
@ Seien ¢, c; Codeworte mit d(C) = d(c;, cj).

@ Aus der Linearitat von C folgt ¢; + c; € C. Daher gilt

d(C) =d(cj,cj) =d(cj+¢j,0) =w(ci +¢j) > Cer;r:17igm{w(c)}~.

Bsp: G = (110,111) besitzt d(G) = w(001) = 1.
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Dekodierung mittels Standardarray

Algorithmus Standardarray

Eingabe: C = {c;,...,cy} linearer [n,log, M, d]-Code mitc; = 0".
© S « C. Schreibe C in erste Zeile einer Tabelle.
Q@ While S #F}

©® Wabhle Fehlervektor f € F5 \ S mit minimalem Gewicht.

@ Schreibe ¢, +f,...,cy + f in neue Tabellenzeile.
© S« Su{ci+f,....cpn +f}.

Beispiel: C ={0000,1011,0110,1101} besitzt Standardarray:

| 0000 | 1011 | 0110 | 1101 |
1000 | 0011 | 1110 | 0101
0100 | 1111 | 0010 | 1001
0001 | 1010 | 0111 | 1100
Standardarray-Dekodierung:

Dekodieren x € {0,1}" zum Codewort in derselben Spalte.
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Korrektheit des Algorithmus

Satz Dekodierung zum nachsten Nachbarn via Standardarray

Sei C ein linearer [n,k]-Code. Jeder String x wird durch
Standardarray-Dekodierung zu einem nachsten Nachbarn dekodiert.

@ Sei c; die Standardarray-Dekodierung von x mit x = c¢; + f;. Es gilt
min{d(x,c)} = min{w(x —c)} = min{w(f; +c; —c)}
ceC ceC ceC
= mig{w(fj +¢)} //c; — ¢ durchlauft alle Codewort
ce
= w(fj)) =w(x —cj) =d(x,c).

Satz Dekodierfehler perfekter linearer Codes

Sei C ein perfekter [n, k,d]-Code. Fir einen binaren symmetrischen
Kanal mit Fehlerws p gilt fir Standardarray-Dekodierung

d—1 . . oo
Ws(korrekte Dekodierunpg= Z}jj (Mp'(1 —p)"". (Beweis:Ubung)
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Inneres Produkt und Orthogonalitat

Fakt Eigenschaften des inneren Produkts
Seien x,y,z € FJ und a € F». Dann gilt fur das innere Produkt

< FS < FS — Fo mit (Xq,...,%Xn) - (Y1,---,Yn) = X1Y1 + ... + XnYn
© Kommutativitat: x -y =y - x

@ Distributivitat: (x +y)-z=x-z+y-z

© Skalare Assoziativitat: (ax) -y = x - (ay) = a(X - y)

Definition Orthogonalitat, orthogonales Komplement

Seien x,y € ). Wir bezeichnen x,y als orthogonal, falls x - y = 0. Das
orthogonale Komplement {y}+ von y ist definiert als die Menge

{y}m={xeF3|x-y=0}
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Lineare Codes mittels orthogonalem Komplement
Satz Linearer Code {y}+

Seiy € FJ. Dannist {y}* ein linearer Code.

Beweis:

@ Zeigen, dass {y}+ ein Unterraum des F} ist.

@ Abgeschlossenheit: Seien x, x” im orthog. Komplement von y.
@ Dannist auch x — x’ € {y}*, denn

(x=x)-y=x-y—x"-y=0.
@ 0c{y}*+,denn0-y =0.
Bsp:

@ {1}-={x€FY|xs+...+% =0} ={x € F} | w(x) geradd

@ Wir nennen x; + ... + Xn = 0 die Parity Check Gleichung des
Codes {1}+.
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Orthogonales Komplement erweitert auf Mengen

Definition Orthogonales Komplement einer Menge

Sei C = {c1,...,cu} C [F}. Das orthogonale Komplement von C ist
definiert als

Cl={xeF)|c -x=0furi=1,...,M}.

@ Seicj = Cj1Ci2 . .. Cin. Fir x € Ct gelten Parity Check Gleichungen

C11X1 +CioXo + ...+ CipXn = 0

CM1X1 +CmaXo +...+CunXn = O
@ SeiP = (Cjj)1<i<m.1<j<n € Fy ", dann gilt Px' = 0! bzw.

xPt = 0.

@ Wir bezeichen P als Parity Check Matrix von C.
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Dualer Code
Satz Dualer Code

Sei C = {c1,...,cu} C ] ein Code. Das orthogonale Komplement
C-1 von C ist ein linearer Code, genannt der duale Code von C.

Beweis:

@ Abgeschlossenheit: Seien x,x’ € Ctund P = (Cij)1<i<m 1<j<n-
Dann gilt

(x —x')P' =xP' —x'P' = 0.
@ 0" € C+, denn 0"P! = QM.

Bsp
@ SeiC* = {100,111}+. Dann gelten die Parity Check Gleichungen

X1 =0
X1 +Xo+X3 = 0.

@ Aus der 2. Gleichung folgt x, = x3 in F,, d.h. C+ = {000,011}.
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Parity Check Matrix

Definition Parity Check Matrix P
Sei C ein linearer [n,k]-Code. Jede Matrix P mit der Eigenschaft

C={xcF)|xP'=0}

heifl3t Parity Check Matrix des Codes C.

@ D.h. C wird sowohl durch eine Generatormatrix als auch durch
eine Parity Check Matrix eindeutig definiert.

@ Im Gegensatz zu Generatormatrizen setzen wir nicht voraus, dass
die Zeilen von P linear unabhangig sind.

@ Bsp.: Code C = {011,101}+ besitzt die Parity Check Matrizen

011
Pz<?_éi>undP’: 1 01
110
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Eigenschaften dualer Codes

Satz Eigenschaften dualer Codes
Seien C,D Codes mit C C D. Dann gilt D+ C C*. J

Beweis:
@ Seix € D+. Danngiltx -d = Ofiir alle d € D.
@ Somitistx-c=0firallec e C CD,d.h.x e CL.

Satz Eigenschaften dualer Codes von linearen Codes

Sei C ein linearer [n, k, d]-Code mit Generatormatrix G. Dann gilt
@ C! = {x e F§ | xG! =0}, d.h. G ist Parity Check Matrix fur C+.
@ dim(Ct) =n —dim(C).

Q cltt=cC.
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Beweis der Eigenschaften 1+2

© G besitze Zeilenvektoren gy, ..., gx. Zeigen C+ = {gy ..., gk}
» Mit vorigem Satz folgt: {g1,...,9k} CC = C* C {91,...,0¢}*.
» {91,...,0¢k}- CCL:Seix € {g1,...,9k}*. Dann ist x orthogonal
zu jeder Linearkombination der g;, d.h. x ist orthog. zu jedem ¢ € C.

@ Mit 1. gelten die folgenden Parity Check Gleichungen fiir C+

O11X1 +912X2 +...91nXn = O
Ok1X1 + Gk2X2 + ... GknXn = O
Umwandeln in linke Standardform liefert (eventuell nach
Spaltenumbenennung)
X1 +arks1Xkt1+...taaxn = 0
Xk Ak k+1Xk+1 + ...+ Ak nXn = 0
Variablen Xy 1, . . . , Xy frei wahlbar. Daher gilt dim(C+) = n — k.

© Zeigen C C Ctt und dim(C) = dim(C++). Damit gilt C = C++.
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Beweis C = C++

@ Zeigen zunachst C C C++. Seic € C.
@ EsgiltCt ={x e F)|x-c;=0firallec; € C}.
@ FernerCtt ={y e F} |y-x =0firallex € C*},d.h.c € C++.
@ Wegen 2. gilt:
dim(C++) =n —dim(C+) = n — (n — dim(C)) = dim(C).

Korollar Existenz einer Parity Check Matrix

Sei C ein linearer Code. Jede Generatormatrix G von C ist eine
Parity Check Matrix fir C. D.h. insbesondere, dass jeder lineare Code
C eine Parity Check Matrix besitzt.

Beweis:
@ C-ist linear, besitzt also eine Generatormatrix G.
@ G ist Parity Check Matrix fiir den Dualcode von C+, d.h. fiir
cti=c.
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Konstruktion eines dualen Codes
Bsp: C = (1011,0110).
@ Die Parity Check Gleichungen von C+ sind
X1 +X3 +X4 = 0
X2 +X3 =0
@ Wahlen beliebige Werte fiir x3, X4 und I6sen nach x1, x, auf.
@ C* ={0000,1001,1110,0111} = (1001,1110)
@ dim(Ct) =4 —dim(C) =2

Bsp: C = (1100,0011)
@ Die Codeworte 1100 und 0011 sind orthogonal zueinander.
@ Beide Codeworte 1100, 0011 sind orthogonal zu sich selbst.
@ D.h.C C C+ und dim(C) = 2 = dim(C™).
@ Damitist C+ = C. C ist ein selbst-dualer Code.
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Prasentation eines Codes durch G oder P

Vorteil der Prasentation durch Generatormatrix:
@ Einfache Generierung aller Codeworte von C
Vorteil der Prasentation durch Parity Check Matrix:
@ Entscheidung, ob ein x im Code C liegt.

Satz Minimaldistanz via P

Sei C ein linearer [n, k, d]-Code mit Parity Check Matrix P. Fur die
Minimaldistanz von C gilt

d = min{r € N | Es gibtr linear abhangige Spalten i}.
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Beweis zur Minimaldistanz via Spalten von P

Beweis:
@ Seir die minimale Anzahl von linear abhangigen Spalten.
@ Esgibteinc e F) mitw(c) =rund P -c' =0' < cP' = 0.
@ Damitgitce Cundd <.

@ Annahme:d <.
@ Seic’ € C ein Codewort mit Gewicht d. Dann gilt P - (¢’)! = 0.

@ D.h. es gibtd < r linear abhé&ngige Spalten in P.
(Widerspruch zur Minimalitat von r)
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