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AUFGABE 1 (4 Punkte):
Seien A € C™™ und B € C™*" zwei unitiare Matrizen. Beweisen Sie, dass auch A ® B eine
unitdre Matrix ist.

Losungsvorschlag:
Zeige: (A® BY(A@ B). = L.
Es gilt:
T T - N
CLHB e CllmB CLHB . almB CLHB ... Aim
—T
(A@B) = Do = S =
amiB ... QB amB ... QmmDB @GmB ... GnomB
aiB ... @ B
@B ... @B
Es folgt:
aiyp ... QAim G_HET ce Cl_mgT
[E— m —
AeBAeB) = | = . || :(zammf)
a ___ =T —T k=0 1<i,j<m
ml --- OGmm A1m, oo Omm

= (E aik@In) da B unitdr. Auch gilt ) aya;, = 1 & i = j, da A unitér, d.h.
k=0 1<i,j<m k=0

k;) kG, = 0; j, mit 6; ; Kronecker-Delta. Also folgt:
(Z aik@[n> = (0ijIn)1<ij<m = Ln-
k=0 1<i,j<m

AUFGABE 2 (5 Punkte):
Sei H,, := Q@ Wy und y € {0, 1}". Zeigen Sie, dass
i=1

Hily) =23 3 (~1)"a),

z€{0,1}"



wobei x -y das Skalarprodukt von x und y ist.

Losungsvorschlag:

Betrachte zunéchst H|y;) fiir ein einzelnes Bit y; € {0, 1}:
H1[0) = W2|0) = —5(|0) + [1)) und Hi[1) = Ws|1) = J5(|0) — [1)).
Also gilt fiir Hy|y;) :

1
Hily) = —(|0) + (=1)¥1
119i) \/§(| )+ (=1)%[1))
Scharfes Hinschen liefert, dass sich Hyly;) somit auch als:
Hilys) = Waly;) = \/— > (1)) (1)

z€{0,1}

schreiben lésst.
Sei nun y € {0,1}". Es gilt:

Hyly) = (@Wz) ly) = ®(W2|yi>) YR ( )7 )
=1 CCZE{O 1}
2.

@[ X Comm | =2 Y @ (1)
i=1 \z;€{0,1} z€{0,1}n i=1
2% 5 [ @lah =2 Y (0F @) —2F Y (1)),
z€{0,1}n i=1 i=1 ze{0,1}n i=1 z€{0,1}n

AUFGABE 3 (5 Punkte):

Gegeben seien

o) = 7<|oo>+|n>>
o) = 7<|01>+|1o>>
o) = 5 (100) = [11).
) =~ (101) = J10).

a) Zeigen Sie, dass {|5oo), |Bo1), |510), |f11)} eine orthonormale Basis bildet (die sogenannte
Bell Basis).

b) Zeigen Sie folgende Identitét fiir |z) = «p|0) + oy |1).
1 1 1 1
|2) @ [Boo) = §|500> ®|2) + §|501> ® (Miz)) + §|510> ® (Flz)) + §|511> ® (M F|z))

01
10

1

Dabei bezeichnet M; = ( ) das Quanten Not und F = < 0 _01 > den Flip.

c) Beschreiben Sie einen Algorithmus zur Quanten Teleportation, in dem Alice lediglich
in der Bell Basis misst.



Losungsvorschlag:

(a) Zeige, dass die Vektoren der Bell-Basis normiert sind. Betrachte:
[{BoolI* = (Bool Boo) = 5{00) +[11)]]00) + [11)) = 5({00]00) + (00]11) + {11]00) + (11]11)) = 1.

—N— N N
[{Bonl[* = (BonlBor) = 5(|01) +[10)[|01) +]10)) = 5({01]01) +(01[10) + (10]01) + (10[10)) = 1.

[{Broll* = (B1ol Br0) = 5(|00) —[11)]]00) —[11)) = 5({00]00) — {00[11) — (11]00) + (11]11)) = 1.

—— N N
[(Bull* = (BulBu) = 5(01) = [10)]|01) - [10)) = 5((01]01) - {01]10) — (10/01) + (10[10)) = 1.

Zeige nun, dass alle Vektoren der Bell Basis paarweise orthongonal aufeinander stehen:
(BoolBor) = 3(|00) + [11)][01) + [10)) = 5((0001) + (00[10) + (11]01) + (11]10)) = 0.

(Bool Bro) = 5(|00) + [11)]]00) — [11)) = 5((00[00) — (00]11) + (11]00) — (11[11)) =1 —1 = 0.

N[

(Bool B11) = 5(|00) + [11)][01) — [10)) = 5({00J01) — (00[10) + (11]01) — (11]10}) = 0.
(BorlP10) = 5(|01) + [10)[[00) — [11)) = 5((01]00) — (01[11) + (10[00) — (10[11)) = 0.
(Borl B11) = 5(|01) +[10)[|01) — [10)) = 5((01]01) — (01]10) + (10]01) — (10[10)) =1 —1 = 0.

(BrolBu1) = 3(|00) — [11)]|01) — [10)) = 5({00]01) — (00|10) — (11]01) + (11]10)) = O.

2
Da orthogonale Vektoren linear unabhéngig sind, bilden die vier Vektoren der Bell Basis eine

orthonormale Basis des C*.

(b) Es gilt:

Mi|z) = a1]0) +apl|l), sowie F|z) = ap|0) —aq|1) und M1 F|z) = ap|l) —a1|0). Fiir die rechte
Seite ergibt sich:

31B00) @ |2) + 51801) ® (Mi2)) + 31Bio) ® (F|z)) + 5|511) @ (M1 F|2))

= 5.51000) + 5351001) + 345[110) + 35[111) + 555[010) + 5295]011) + ;25]100) + 5355/101)
+ 201000) — £1[001) — 29 [110) + 24 [111) + 25 |011) — £4[010) — 22[101) + 2]100)
= 921000) + S4[111) + 2[011) + 24]100)

= (0|0) + a1 [1)) ® (5(100) + [11)))

= [2) @ [6oo)-

(c) Alice und Bob teilen sich wieder ein EPR-Paar |e), wobei Alice das erste, Bob das zweite

Qubit gehort.Alice kennt |z) = ag|0) + a1]1), welches an Bob gesendet werden soll. Alice
berechnet |2) ® |e) = |z) ® |Boo). Nach b) gilt nun

2) @ le) = 31800} @ [2) + 3101} ® (M1]2)) + 31810} ® (Fl=)) + 5181) ® (ML F2)).

Alice misst nun ihre Qubits in der Bell-Basis und erhélt |5;;). Alice sendet (4, j) iber den
klassischen Kanal an Bob der auf seinem Qubit (das letze) folgende Operation durchfiihrt:



Messung von Alice | System im Zustand | Operation auf Bobs Qubit
(0,0) |Boo) ® |2) Nix
(0,1) |Bo1) ® (Miz)) My, da MMy = I
(1,0) |B10) @ (F|2)) F,da FF =1,
(1,1) |f11) ® (M1 F|z)) FM;, da FM{ ML F = I,

Somit erhélt Bob in seinem Qubit |z).

AUFGABE 4 (7 Punkte):
Alice, Bob und Charlie teilen sich den folgenden 3-Qubit Zustand

5(1000) — [110) ~ [011) — [101)),

wobei Alice das 1. Qubit gehort, Bob das 2. und Charlie das 3. Qubit. Weiterhin hat jeder
ein klassisches Bit by, bg, b, so dass gilt by @ bg ® be = 0.
Ziel von Alice, Bob und Charlie ist die Ausgabe von Bits a, b, ¢ mit der Eigenschaft

bA\/bB\/bC:CL@b@C. (2)
Dazu fithren sie folgendes Protokoll durch:
e Jeder Teilnehmer dessen klassisches Bit Eins ist, fithrt W5 auf seinem Qubit aus.

e Jeder misst sein Qubit und gibt das Ergebnis aus.

(a) Zeigen Sie, dass das Protokoll korrekt ist, d.h. dass Gleichung (2) erfiillt.

(b) Zeigen Sie, dass es keinen deterministischen Algorithmus gibt, der das Problem 16st.

Losungsvorschlag:

(a) Beobachte zunéchst, dass es vier Wahlen von ba, bg, be gibt, die by ®bp ®bc = 0 geniigen:
(ba,bp,bc) € {(0,0,0),(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}. Betrachte fiir dies Félle den Protokollab-
lauf:

bA = bB = bC =0:
Keiner fithrt W5 auf seinem Qubit aus. Das System wird nicht verdndert und die Messung
liefert (0,0,0), (1,1,0), (0,1,1), oder (1,0,1). In allen Fallen gilt bx VbgVbc =0=ad bd c.

bA: 1 :bB,bCZOZ

Alice und Bob fithren W5 auf ihrem Qubit aus:

(Wz Wy ® ]2) (|000) — |110) — |011) — |101))

= 1(W,]0) ® W2|O) ® 10) — Wa|1) @ Wa|1) @ [0) — Wa|0) @ Wa|1) @ 1) — Wa|1) @ Wa|0) @ [1))
= 1((10) + 1)) ® (10) + [1)) ® |0) — (|0) — [1)) @ (|0) — [1)) ® [0) — (|0) +[1)) ® (|0) — [1)) @
1) = (10) — 1)) @ (0) + 1)) @ [1))

= (|000> + |010) + |100) + |110) — |000) 4 |010) + |100) — |110) — |001) + |011) — |101) +
I111) — |001) — [011) + [101) -+ [111))

= (|010> + |100) — |001) + |111))

Dle Messung der Qubits liefert hier (0,1,0),(1,0,0),(0,0,1), oder (1,1,1).



In allen Féllen gilt by VbgVbec=1=ad b c.

bA:12b07bB:02

Alice und Charlie fithren Wy auf ihrem Qubit aus:

(W @ I, ® W) £(|000) — [110) — |011) — |101))

= 1(W5]0) ® |0) ® W>|0) — Wa|1) @ [1) ® Wa|0) — Wa|0) ® [1) @ Wa|1) — Wa|1) @ [0) @ Wa|1))
= 3((10) + 1)) ® [0) ® (|0} +[1)) — (|0) — [1)) ® [1) @ (|0) +[1)) — (10) + [1)) ® [1) @ (|0) —
1)) = (10) = 1)) ® 0) @ (0) — |1)))

= %(|000) +|001) + |100) + |101) — |010) — |011) + |110) + |111) — |010) + |011) — |110) +
|111) — |000) + |001) + |100) — |101))

= 2(+]001) + [100) — |010) + |111))

Die Messung der Qubits liefert hier (0,0,1), (1,0,0),(0,1,0), oder (1,1,1).

In allen Féllen gilt by VbgVbec=1=a®bdc.

bB =1 :bc,bAZOZ

Bob und Charlie fithren W5 auf ihrem Qubit aus:

(I, ® Wo ® W) 5(]000) — [110) — [011) — [101))

= 1(10) @ Wa[0) @ W>|0) — |1) @ Wa|1) @ Wa|0) — [0) @ Wh|1) @ Wa|1) — [1) @ Wa|0) @ Wa|1))
= 1(10) @ ([0) + (1)) ® (]0) +[1)) — [1) @ (|0) — 1)) @ (|0) + [1)) = [0) @ (]0) — [1)) @ (]0) —
1)) — 1) ® (|0) + |1)) ® (|0) — [1)))

= %(\000) + |001) + |010) + |011) — |[100) — |101) + |110) + |111) — |000) + |001) + |010) —
]011> — |100> + |101) — ]110> + \111>)

= 1(+/001) + |010) — |100) + |111))

Die Messung der Qubits liefert hier (0,0,1),(0,1,0),(1,0,0), oder (1,1,1).

In allen Féllen gilt by VbgVbc=1=a®b®d c.

Somit ist das Protokoll korrekt.

(b) Annahme: Es existiert ein deterministischer Algorithmus, der das Problem 16st.
Es existieren also deterministische Funktionen D4, Dg, D¢ : {0,1} — {0, 1}, mit denen das
Protokoll korrekt ausgefiithrt werden kann.
Notation: I, := D(x), wobei I € A, B,C,x € {0, 1}. Fiir alle Belegungen von by, bg, bc muss
bA\/bB\/bC:a@bEBc
gelten, d.h.
AbA D BbB D Cbc = bA V bB V bC fir alle bz € {O, 1}

Also gilt:

Ay B doC;=0Vv1ivli=1

At By Ci=1v0ovi=1
XORen aller vier Gleichungen fiihrt zu:
A DBy Co DA B dCL DA DBy CiDA B dCy=1d1d1.
Da auf der linken Seite jede Belegung jeder Funktion genau zweimal vorkommt, folgt:

0=1.

Widerspruch,also falsche Annahme. Es gibt keinen det. Algorithmus, der das Problem 16st.



