Wiederholung: Gruppe

Definition Gruppe

Eine Gruppe ist ein Tupel (G, o) bestehend aus einer Menge G und
einer Verknupfung o : G x G — G mit

© Neutrales Element: Jle c Gmiteog=goe=gflralleg ¢ G.
@ Inverses Element: Fir alle g € G existiert ein g~ € G mit
gogl=glog=e.
© Assoziativitat: Furalle g,h,r e Ggilt(goh)or =go(hor).
G heil3t abelsch (kommutativ), fallsgoh = hog firalle g,h € G.
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Beispiele fur Gruppen

Bsp:
@ (Z,+) ist eine abelsche Gruppe.
@ (Z",+) ist eine abelsche Gruppe.
@ (N, +) ist keine Gruppe.
@ Die Bijektionen {1,...,n} — {1,...,n} bilden zusammen mit der

Komposition von Funktionen die symmetrische Gruppe Sy.
Firn > 3ist S, nicht abelsch:

(123) 0 (13)(2) = (1)(23) # (12)(3) = (13)(2) o (123).
@ Die invertierbaren (n x n)-Matrizen Uber Z bilden eine Gruppe

unter Matrixmultiplikation, bezeichnet als GL(n, Z).
Firn > 2 ist GL(n, Z) nicht abelsch.
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Wiederholung: Ringe und Ideale

Definition Ring
Ein Ring ist ein Tupel (R, +, -) bestehend aus einer Menge R und zwei
assoziativen Verknipfungen +,- : R x R — R mit

@ (R, +) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0.

@ (R, ) besitzt ein neutrales Element 1.

@ Distributivitdt: Fir alle a,b,c € R gilt

(a+b)c =ac+bcunda(b+c)=ab+ac.

Statt (R, +, -) schreiben wir meist nur R.
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Integritatsbereich
Definition
Ein Ring R heil3t
@ kommutativer Ring fallsa-b =Db-afurallea,beR.
@ Integritatsbereich falls R kommutativ und Nullteiler-frei ist, d.h.
ab #0fura,b # 0.
@ Schiefkorper falls (R \ {0}, ) eine Gruppe ist.
@ Korper falls R ein kommutativer Schiefkorper ist.

Bsp:
@ (Z,+,) ist ein Integritatsbereich.
@ (Z"*" +,.) ist ein Ring, der nicht kommutativ ist.
@ Wir definieren den ganzzahligen Polynomring in einer Variablen
ZIX] = {32 aix'|a € Z, endlich viele a; # 0}.
Dann st (Z[X], +, -) ein Integritatsbereich.
° (Q,+,), (R,+,"), (C,+,-) sind Korper.
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Ideale

Definition Ideal

Sei R ein Ring. | € R heif3t Links-ldeal (bzw. Rechts-ldeal), falls
@ (1,+) eine Gruppe ist,
O@R-ICIl(bzw.1-R Cl),d.h.r-felfuraller e R,f €l.

| heildt Ideal, falls | sowohl Links- als Rechts-lIdeal ist.

Notationen:
® Wird | von fy,. .., fy erzeugt, so schreiben wir | = (f, ... fyn).
@ FUrm = 1 heil3t | ein Hauptideal.

Bsp:

® ImRing Z seil; = (6,8) ={a-6+b-8|a,beZ}

@ | ist ein Hauptideal, denn I, = (2).

@ Im Ring Q[x] sei I, = (2x2,x*) = {a-2x? +b-x*| a,b € Q[x]}.
@ |, ist ein Hauptideal, denn I, = (x?).
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Teilbarkeit

Definition Teilbarkeit
Sei R ein Integritétsring und a,b € R.

@ Element a teilt b, falls b = ac fiir ein ¢ € R. Wir schreiben a | b.
Falls b nicht von a geteilt wird, schreiben wir a t b.

@ Einheiten R* von R sind die Teiler der Eins, d.h.
R*:={ueR|u|1l}.
@ Die Elemente a, b heil3en assoziert, falls a = bc fir ein c € R*.

Bsp:
@ InZ[X] gilt =X — 1] X2 — 1 und ZIX]* ={1,-1}.
@ Fernersind X +1 und —X — 1 assoziiert.
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Elementare Teilbarkeitsaussagen

Lemma Teilbarkeit

Sei R ein Integritatsring und a, b € R. Dann gilt

@ alb=a|bd

@ a|byundalb, = aldib; +dyb, fur alle d;,d, € R
Q albsdaldb

Q albundb|d=a]ld

@ a|bundb|a<« a,b sind assoziiert.

Beweis: Ubungsaufgabe.
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Euklidische Ringe
Definition Euklidischer Ring

Sei R ein Integritatsring. R heil3t euklidisch, falls eine Bewertungs-
Funktion

N:R\{O}—)No

existiert, so dass fur alle a,b € R mit b # 0 Elemente g,r € R
existieren mit a = gb + r und entweder r = 0 oder N(r) < N(b).

Satz
Der Ring Z ist euklidisch.

Beweis:

@ Wabhle als Bewertungsfunktion den BetragN = |- und q = [ 2 ].

@ Damitgiltr =a—qgb =a— [J|b mit
0 < r| <max{la—(§ —1)bl,]a—(§ + 1)b[} = |b].
Ubung: Zeigen Sie, dass Q[X] euklidisch ist.
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Die Gaul3schen Zahlen besitzen euklidische Division.
Satz

Der Ring der Gauf3schen Zahlen
Zli|=Z®iZ={x+1iy |x,y € Z} cQJi] cC
ist euklidisch.

Beweis:
@ Seiz =X + iy € Z[i] mit konjugiert Komplexem z = x — iy.
@ Wir definieren eine Berwertungsfunktion vermoge der Norm
N(z) :=zZ = |z|.
@ Offenbar gilt
N(z) = (x +iy)(x —iy) =x2+y2 >0undN(z) =0« z = 0.
@ Die Normfunktion ist multiplikativ, denn
N(wz) =wzwz = wwzZ = N(w)N(z).
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Die Gaul3schen Zahlen besitzen euklidische Division.

Beweis: (Fortsetzung)
@ Seiena,b € Z[i]. Wir berechnenc = & = u + iv € Q][i].
@ Wir definieren q = [u] +i|v] € Z[i]. Es folgt
N(c—a)=lc—aP <(3)?+(3)? =3
@ Wir definieren r = a — bg. Damit folgt
N(r) =N(a—bqg) =N(cb —bg) =N(c —q)-N(b) < N(b).

Bsp:
@ Seia=3-2iundb =1-2i. Dannfolgt b~1 = (1 + 2i) € Q]i].
@ Damitist ¢ = £(7 + 4i) € Q[i] und wir runden zu g = 1 +i € Z[i].
@ Firr=a—-bg=(3-2i)—(1—-2i)(1+i)=—iaqil
N(r) =1 <5=N(b).

Ubung: Zeigen Sie mittels Normfunktion N(-), dass Z[i]* = {+1, £i}.
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