Beispiel: Primelemente in den Gaul3schen Zahlen

Satz Primelemente in Z]i]

Fur die Primelemente 7 € Z[i] gilt bis auf Assoziiertheit
© N(r) = p fur ein p € P oder

Q 7 =pfireinp c Pmitp #x2 +y?fur (x,y) € Z2.

Beweis:
@ Sein € ZJ[i] prim. Wegen 7 = N(7) gilt = | N(7).
® SeiN(7w) =p; ... pndie Primzerlegung von N(7).

@ Da « prim ist, folgt =|p fur ein p = p;. Sei also 7¢c = p.
@ Wegen N(7) - N(c) = p? und N(x) > 1, muss gelten
N(7) = p oder N(7) = p2.
@ Dies ist eine notwendige Bedingung fir die Primheit von 7.
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Beweis:
@ Fall 1 N(7) = p: Aus 7 = ab folgt N(7) = p = N(a) - N(b).
Damit ist entweder N(a) oder N(b) eine Einheit, 7 also irreduzibel.
Da Z|i] faktoriell ist, muss 7 damit prim sein.
Fall 2 N(7) = p?: Aus 7 = ab folgt N(7) = p2 = N(a) - N(b).
Dies ist eine nicht-triviale Zerlegung flr a = x + iy mit
N(a) = p = x? +y2.
D.h. 7 ist reduzibel gdw p = x? +y? fiir (x,y) € Z2.
@ Fir irreduzibles = mit N(7) = p? gilt 7 = p bis auf Assoziiertheit.

Ubung: Faktorisieren Sie 30 in Z[i] in Primelemente.

Satz Polynomring

Sei R ein faktorieller Ring. Dann ist auch der Polynomring R[X]
faktoriell.

(ohne Beweis)

Zahlentheorie - V04 ggT, Lemma von Bézout, Euklidischer Algorithmus 31/231



Grolte gemeinsame Teiler
Definition ggT

Sei R ein faktorieller Ring und a,b € R, nicht beide 0. Ein Element c
hei3t ggT(a, b) — grofiter gemeinsamer Teiler von a und b- falls

cla, c|b und fir jeden Teiler d von a und b giltd|c.

Falls ggT(a,b) = 1, so heiRen a, b teilerfremd. Wir definieren

ggT(ay,...,an) = 99T (a1,99T(az, - .., 99T (an—_1,an))).

Eindeutigkeit:
@ Der ggT ist eindeutig bis auf Assoziiertheit, z.B. ggT(4,6) = +2.
@ Seienc =ggT(a,b) und ¢’ = ggT(a,b).
@ Nach der Eigenschaft des ggT muss c|c’ und c’|c gelten.
® D.h.cd =c’und c’d’ = ¢, woraus cdd’ = c folgt.
@ Wir erhaltendd’ =1 bzw. d,d’ € R*.
@ Damit sind c und ¢’ in R assoziiert.
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Einfache Eigenschaften

Einfache Eigenschaften des ggT:

Symmetrie: ggT(a,b) = ggT(b,a)

@ Spezielle Elemente: ggT(a,0) =aund ggT(a,1) =1
@ Multiplikativitat: ggT(ca,cb) = c - ggT(a,b)

@ Teiler: alb < ggT(a,b) = a
°
°

Teilbarkeit: ggT(a, b)|ggT(a, bc)
Additivitat: ggT(a,b) = ggT(a,b + ca)
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Mehr Eigenschaften

Lemma ggT-Eigenschaften

Sei R ein faktorieller Ring und a, b, c € R. Dann gilt
O ggT(a,b) =1 = ggT(a,b!) =1firi,je N
@ ajbc und ggT(a,b) =1 = alc
© 9gT(a,b) = 1 = ggT(a, bc) = ggT(a,c)

Beweis:
(1) Annahme: p|ggT(a', b!) fiir ein primes p.
@ Da p prim ist, folgt p|a, p|b und damit p|ggT(a, b). (Widerspruch)
(2) Betrachte die Primfaktorzerlegungen von a, b und c.
@ DaggT(a,b) =1, besitzen a und b keine gemeinsamen Faktoren.
@ Wegen a|bc missen damit alle Faktoren von a in ¢ enthalten sein.
(3) Nach Teilbarkeit gilt ggT(a, c)|ggT(a, bc).
@ Wir zeigen ggT(a, bc)|ggT(a,c). Seid = ggT(a, bc).
@ Dann gilt d|a und d|bc. Wegen ggT(a,b) = 1 folgt ggT(d,b) = 1.
@ Mit (2) folgt d|c und damit d|ggT(a,c).
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Existenz und Eindeutigkeit des ggT

Satz Existenz und Eindeutigkeit des ggT

In einem faktoriellen Ring R mit a, b € R, nicht beide 0, existiert
ggT(a,b) und ist eindeutig bis auf Assoziiertheit.

Beweis: Die Eindeutigkeit wurde schon gezeigt.
@ Falls a = 0 oder b = O ist die Existenz trivial. Seien also a,b # 0.
@ Sei P = {p € R | p taucht als Primfaktor von a oder von b auf}.
@ Wir schreiben die Primfaktorzerlegung von a und b in der Form
a=UJ]pepP™ b=V]][pepp™ flru,v e R".
@ Wir definieren ¢ = [],p p™"{"e-Me},
@ Offenbar gilt c|a und c|b, d.h. c ist gemeinsamer Teiler von a, b.
@ Ferner ist jeder gemeinsamer Teiler von der Form
d = [Tpep P mit ky < min{ny, mp}.
@ Damit folgt d|c und c ist der grof3te gemeinsame Teiler von a, b.
Bsp: INnZ gilt93 =3-31und42=2-3-7,d.h. ggT(93,42) = 3.



ggT als Linearkombination

Lemma von Bézout

Sei R ein Hauptidealring und a,b € R. Dann existieren x,y € R mit
xa +yb = ggT(a,b).

Wir bezeichnen x,y als Bézout-Koeffizienten von a, b.

Beweis:

@ Wir betrachten das Ideal | = (a,b) =
Da R ein Hauptidealring ist, gilt | = (c

Behauptung: ¢ = ggT(a, b).

Wegen a,b € | gilta=ec und b = e’c. D.h. c|la und c|b.

Ist ferner d ein gemeinsamer Teiler von a und b, so teilt d jedes

Element der Form xa + yb, d.h. jedes Elementin I.

@ Insbesondere gilt d|c, d.h. ¢ muss der ggT sein.

@ Dacel={xa+yb|x,y € R} existieren x,y € R mit

xa +yb =c =ggT(a,b).

{xa+yb|x,y € R}.
)-

Anmerkung:
(x,y) ist nicht eindeutig, auch (x — kb,y + ka) erfullt obige Gleichung.



Euklidischer Algorithmus (um 300 v.Chr.)

Ziel: Berechne ggT(a, b) effizient, ohne Primfaktorzerlegung.

Szenario: Sei R ein euklidischer Ring mit Bewertungsfunktion N(-).

Algorithmus EUKLID

EINGABE: ap,a; € R mit N(ag) > N(a;)
© Setzei:=1.
@ While (a; # 0)
@ Berechne mittels euklidischer Division g, aj,1 mit

ai_1 = qia + a1 und N(aj;11) < N(a;) oder aj;; = 0.
Q Setzei:=i+1.

AUSGABE: a;_; = ggT(ag,a1)
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Korrektheit des Euklidischen Algorithmus

Satz Euklid

Bei Eingabe ap, a; € R berechnet Algorithmus EuKLID ggT(ap, a1).

Beweis:

@ Da die Bewertungsfunktion nur positive Werte annimmt und

N(ai) > N(az) > ..., muss EUKLID mit einem ax = O terminieren.
@ Furalle 0 <i < k gilt

09T (ai_1,a;) = ggT(giai + ait+1,a) = 09T (Qi+1,a)
= g9T (&, aj+1).
@ Es folgt
09T (ag,a1) = ... = ggT(ak—_1,ax) = 99T (ak_1,0) = ax_1.

Ubung: In Z kann ggT(ag,a;) in Zeit O(log® ap) berechnet werden.
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