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1 Warum Quantenalgorithmen

1. Notwendigkeit: Moores Gesetz
Bald Rechnerstruktur subatomarer Grofle (Quantenphysik)
2. Potential: Quantencomputer kénnen klassische Computer simulieren + evt. mehr

e Polyzeit-Alg fiir Faktorisierung/Dlog

e Exp. Speed-up fiir relativierte Modelle

e Quadratischer Speed-up fiir Datenbanksuche
e Quantenkryptographie/-kodierung

2 Berechnungen

Boolesche Funktion / Schaltkreise

Klassisch: Bits prob. DTM, Kopierfunktion Bits
Eingabe > Berechnung Ausgabe
Quanten: Qubits Reversible Funktion / Quantenschaltkreise Messung liefert Bits

QTM, lineare Funktionen, Verschriankung
keine Kopierfunktion

Probleme bei Implementierung:
e Dekohirenz, Skalierbarkeit
e Quantenfehlerkorrektur

Klassische, probalistische Systeme: Seien z1,...,z, Basiszustinde

Wahrscheinlichkeitsverteilung eines Zustandsraum :

n
pi[z1] + p2lze] + - + pufr,] mit 0<p; <1, Y pi =1
i=1
Zustandsiibergang :

x; v pri[x] + pailre] + -+ prilen], Y pij = 1V i (Markovkette)
i=1
Allgemein :

prlx] +p2lxe] + -+ pufrn] = pr(pulzl] + -+ puizn] = (P1p11 +P2p21 + -+ Papin) [T1] +
R (pnpnl +---+ pnpnn)[xn]
Markov-Matrix :
p/1 P11 - Pin b1

n n
Ubung: Zeigen Sie, dass Y pl = > p;.
i=1 i=1

Beispiel: 1. Miinzwurf:
Kopf — L [Kopf] + 1%[zahz]
[Zahl]

2

Zahl — 1[Kopf] +




Strategie: Maximiere Ws. des gewiinschten Endzustands

Vektorraum Interpretation: ® I,To,...,Trs Basisvektoren eines n-dim. Vektorraums

e Wahrscheinlichkeitsverteilen entsprechen Linearkombinationen
ZTo .

T2
'\ P1T1 + pala
Somit py +py =1

L1

3 1-Qbit Systeme
Zustinde eines Qbits: Einheitsvektoren im C2

Exkurs iiber die komplexen Vektorrdume C" :

Komplexe Zahl :

lz) € C" & |2) = (21,...,7,)T,2; € C “ket”-Notation.
r=a+1ib, a,bER,i=+—1dh i2=-1
S(x)
b”
|z|
14
¢ R(x)

Konjugiert Komplexes: z* = a — ib
|| = Vo - a* = Va2 + b2

sing = 7 cosp = 4 = a = (cosp +ising) - |z| = e . |z|, insb. €2™ = 1.
Sei |z) = (x1,...,2pn), (x| = (z7,...,2%) und |x), (y| orthogonal < (z|y) =0
Satz: Die Vektoren |z1), |z2),...,|z,) € C™ bilden eine orthonomale Basis des C™ falls:

1. (zilx;) = 0Vi,j mit i # j
Beispiel: Orthonormale Basen fiir C?
o |0)=(1,0)",[1) = (0,1)"

o 11,2),/12,-1)

Beispiel: Orthonormale Basen fiir C*

e |0) = (1,0,0,0)T,|1) = (0,1,0,0)7,|2) = (0,0,1,0)T,|3) = (0,0,0, )T

i %(17 2’ 25 4)T7 %(27 _1a 4; _Q)Ta %(2’ 43 _17 _2)T7 é(47 _27 _2a 1)T
Zustand eines Qbits: Seien |0), |1) eine orthonormale Basis des C2. Der Zustand eines Qbits ist ein
Einheitsvektor der Form: ag|0) + a1|1), ag,a1 € C

Ubung: |ao|0) + a1[1)] = 1 & |ag? + | [* =1



Allgemein: Seien |x1),...,|x,) eine orthonormale Basis des C" (auch H,, fiir Hilbertraum).
Zustand eines Quantensystems: aq|x1) + ag|T2) + - + p|T,) mit ] + -+ ap 2 =1
Messung: x; mit W.S|a;|?
Bezeichnung: e Basisvektoren |z;) werden Basiszustéinde genannt.
e «; heiflen Amplituden
e Allg. Zustand ist Superposition der Basiszustdnde (Uberlagerung)
e (z;) = a; heist Wellenfunktion.
o |z >= €|y >& Zustinde |z) und |y) heifien fiquivalent
Vergleich : Wahrscheinlichkeitsverteilung Py[z1] + -+ + puzs] D i=1"p; =1
Superposition aq|z1) +- - -+, |z,) Xn: la;|? = 1, d.h. |a;|*W S—Verteilung. Trotzdem fundamental

i=1

verschieden!

Beispiel: Quanten-Miinzwurf:
|Kopf) — ﬁ\Kopﬁ + 1%|Zahl)
|Zahl) — W|Kopf> - ﬁ|Zahl>
Einfacher Miinzwurf liefert Kopf oder Zahl mit WS jeweils 1
Zweifacher Miinzwurf:

2

e Amplituden von |Kopf) summieren sich zu 1 — positive Interferenz
e Amplituden von |Zahl) summieren sich zu 0 — negative Interferenz

Strategie: Statt die Ws. unerwiinschter Konfiguration klein zu halten, kann man auch deren Amplituden
gegenseitig ausloschen.

Man beachte: Superposition ay|zy) + -+ + |z, ) liefert z; mit Ws|a;|?
Wechsel zu anderer orthonormaler Basis |z}),...,|z),) mit |z}) = ai|x1) + - + ay|z,) liefert 2
mit Wsl.

3.1 Zustandsiiberginge

Da Quantenzustéande stets Einheitsvektoren sind: ldngenerhaltene Abbildung
Aus den Gesetzen der Quantenphysik: lineare Abbildung, reversibel

Definition (unitéire Abb.): eine lineare Abb. U : C" — C"™ heifit unitér, falls fiir alle |x) € C™ gilt:

|2)] = V/{zlz) = V(U[2)|U]z) > = |U||z)

Eine Matrix heiBt unitér falls (U*)T = U~!

Satz: Sei U € C™*"™ eine unitdre Matrix. Dann gilt fiir alle |x) € C™ : |Ulx)| = ||z)|. D.h. U beschreibt
eine unitire Abbildung.



