5 2-Quantum Register

Bezeichne |00) = (1,0,0,0)7,|01) = (0,1,0,0)T, |10) = (0,0,1,0)T,|11) = (0,0,0,1)T eine orthonormale
Basis dez C*.

5.1 Zustand eines 2-Qubit Systems

Ein Zustand eines 2-Qubit Systems ist ein Einheitsvektor

[v) = ¢]00) + ¢1[10) + ¢2|10) + c3]11) € C* mit g, c1,c2,c3 € C
Es gilt: |v) ist ein Einheitsvektor < |co|? + |c1]? + |e2|? + |e3|?> = 1
D.h. die Amplitudenquadrate liefern eine Ws-Verteilung.

Messung eines 2-Qubit Systems: Messung von |v) liefert:

Basiszustand [00) mit Ws.|co|?
Basiszustand [01) mit Ws.|c; |2
Basiszustand [10) mit Ws.|ca|?
Basiszustand [11) mit Ws.|c3|?

Nach Messung befindet sich das 2-Qubit System im gemessenen Basiszustand. (Kollaps der Wel-
lenfunktion, irreversibel)

Messung eines einzelnen Qubits eines 2-Qubit Systems: Messung des 1. Qubits von |1) liefert:

e |0) mit Ws.|co|? + |e1]?
e |1) mit Ws.|ea|? + |es]?

Nach der Messung befindet sich das System im Zustand:

o c0l00)+ci]01)

Vleol?+ler|?

° c2|10)+c3|11)

Vle2]2+]cz]?

¢0|00)+c1]01)

1 1
_ 10|00 o= —1 . /Tl P
Verrar| = Ve 10100 +el0h) = Zemres - Ve + e

D.h. der neue Zustand ist wieder ein Einheitsvektor im C*

falls |0) im ersten Qubit gemessen wurde

falls 1) im ersten Qubit gemessen wurde

Man beachte:

5.2 Separabel/Verschrinkt

Definition: Wir nennen den Zustand |z) € C* eines 2-Qubit Systems separabel, falls |z) = |z) ® |y) fiir

|z), |y) € C2.
Ein Zustand, der nicht separabel ist, heifit verschrinkt.

Beispiel (separabler Zustand): |z) = 3(]00) + |01) 4 |10) + [11)) ist separabel
Gesucht: ao,al,ﬁo,ﬂl € C mit ‘Z> = (OZ()|0> + OZ1|1>) ® (ﬂ0|0> + ﬁ1‘1>) = Oloﬁ0|00> + a0ﬁ1‘01> +
a150|10) + a1ﬂ1|11>.

apfy = %
. 04061 =35 . . _ _ _ _ 1 T
Gleichungssystem 0180 = % erfiillt fiir g = o = a1 = 1 = 7 (ebenso z.B. fiir \/5)
ai1f =3

Frage: Wie grof} ist die Ws.,|0) im 1. Qubit zu messen?
|Z> = Oéoﬁ0|00> + 0&051‘01) + (X150|10> + Oqﬁ1|11>
Messung von |0) im 1. Qubit mit Ws.: |aofBo|? + |aof1|? = |aol?(|8o]* + |81]2) = |ao|?
—_———
=1
Nach Messung von |0) befindet sich das 2-Qubit System im Zustand
20B0]00)+a0f1]01) _ _ao|0)®(BolO)+B1[1) Qo 0)  ®(Bo]0) + B1]1))

VieoBol*+aos \jao|2(|/80|2+|ﬁ1|2)_ Vol

=1 dquivalent zu |0)



Analog: e Mit Ws.|a;]?> Messung [1) im 1. Qubit. Nach messung: [1) ® (30|0) + B1|1))
o Mit Ws. |5]|?> Messung |0) im 2. Qubit. Nach messung: (ag|0) + a1|1)) @ £o|0))
o Mit Ws.|31]?> Messung |1) im 2. Qubit. Nach messung: (ag|0) + a1|1)) ® B1]1))
Man beachte: Bei separablen 2-Qubit Systemen kénnen die einzelnen Qubits unabhéngig vonein-
ander betrachtet werden.

Beispiel (verschrinkter Zustand): |z) = %(|00> +111))
Schreibe |z) = (ag|0) + a1|1)) ® (Bo]0) + 51]1))
abo=5 | = ap#0AB#0
apB =0 =a1=0VB=0
a1y =0 a1 =0VB=0

a1ﬂ1:% a1 #0ANB1 #0

Bezeichnung (EPR Paar): Ein 2-Qubit System im Zustand %UOO) + |11))wird als EPR-Paar (Ein-
stein, Podolsky, Rosen) bezeichnet.

= Gleichungssystem 4 nicht erfiillbar.

Messung des 1. Qubits eines EPR-Paars liefert: |0) mit Ws.%, nachher im Zustand
5100)
21— = [00).

el
D.h. aber: Messung des 2. Qubits liefert ebenfalls Null! (Qubits sind abhingig).
Fakt: 2-Qubit Systeme entwickeln sich gem#8 unitérer Abbildung U € C***

1 0 0 0\ |00) ~— ]00)

01 0 0| |o1) — ]o1)

000 1] [10) — [11)

0 0 1 0/ |11) — |10)

Controlled-Not: Das zweite Bit wird genau dann invertiert, wenn das 1. Bit (Kontrollbit) gesetzt
ist. Man {iberpriife, dass Meyor - (Mgyor)T = I

Beispiel (CNOT): Mgr =

Definition: U € C"™*™ heiffit Permutationsmatrix < U in jeder Zeile und Spalte genau eine Eins und
sonst Nullen erhélt.

Beispiel: Mcygr ist Permutationsmatrix.

Ubung: Permutationsmatrizen sind unitér.

Bez.: Eine unitire Abbildung, die nur auf einen Teil der Qubits agiert, heifit lokal unitr.
Sei |2) = (co|00) + ¢2|10) + c3]11)) ein 2-Qubit und A, B € C2*2 unitiir.
co(A|0) ® B|0)) + ¢1(A|0) + B|1)) + c2(A|1) + B|0)) + cs(A|1) + BJ|1)) heifit Anwendung von A auf
das 1. Qubit und Anwendung von B auf das 2. Qubit.

Spezialfille: e B = I, liefert eine lokal unitidre Abb. auf dem 1. Qubit
e A = I, liefert eine lokal unitidre Abb. auf dem 2. Qubit

5.3 Tensorprodukt bzw. Kroneker-Produkt von Matrizen

Definition: Seien

aip - Aim bir - bin
A= E(mem,B: c Cnxn
am1 e Amm bnl e bnn
Dann ist das Tensorprodukt von A und B definiert als:
auB T a1mB
A ® B — . . e Cmnxmn

am1B - ammB
Beispiel:

a1nbin @bz ai2bin ai2bia

A— a1l a2 B = bi1 b2 ,A®B: a11bar  a11baz  aizbar  ai2ban
a1 Q22 bar  boo az1bir  a21biz  agebir  azabiaz

az1ba1  a21baz  agebar  azabaa



Satz: Seien A, B € C2*2 unitér. Ferner sei |z) € C* ein 2-Qubit System. Die Anwendung von A auf das
1. Qubit und B auf das 2. Qubit wird beschrieben durch: (A ® B)|z)

Beweis: Fiir |00), andere Basiszustéinde folgen analog:

(A ® B)|OO> = a11b11|00> + a11b21|01> + a21b11|10> + a21b21|11>
= a11|0) ® (b11]0) + ba1(1)) + az1|1) ® (b11|0) + b21[1))
= (@11|0) + a21|1)) ® (b11/0) + ba1[1))
= A|0) ® B|0)
Aus der Linearitidt von A ® B folgt: Gilt obige Identitét fiir alle Basiszusténde, so gilt sie auch fiir

alle Linearkombinationen von Basiszustanden.
= Identitiit gilt fiir beliebiges |z) € C*

Man beachte: Lokal unitidre Abb. auf separablen Zustéinden |z) = |z) ®|y) liefert stets einen separablen
Zustand: |z) 1ol Alz) ® Bly).
D.h. lokal unitére Operationen allein konnen keine Verschrinkung erzeugen.

Beispiel 1: Anwendung von W5 auf das 1. Qubit: s ® I

(11 _ (10
W2ﬁ<1 —1): =0 1

1 0 1 0

01 0 1 1
Wooh=711 o —1 o 1000 55(00)+110) = —5(10) +[1)) ©[0)

01 0 -1 Y

Wa
Beispiel 2: W, =Wy @ Wo
1 1 1 1
1 -1 1 -1
— 1
Wa=Z 11 1 o1 -1
1 -1 -1 1
Zustandsiibergang fiir Basiszustand |zox1), o, z1 € {0,1} :
Walzoz1) = 5(100) + (=1)7*|01) + (=1)7[10) + (=1)7+*1[11))

1 0 1 1o
=—(|0) + (-1) \1>)®ﬁ(\0>+( ™))

V2
Wleo) W2‘$1>

Wissen bereits: Nicht jeder 2-Qubit Zustand ist Tensorprodukt zweier 1-Qubit Zusténde.
Analog gilt:

Satz: Nicht jede unitire Abb. U € C*** ist Tensorprodukt unitirer Matrizen A, B € C?*?2
Beweis: Mgygr ist unitér.

Annahme: Mcygr sei Tensorprodukt zweier unitirer Abbildungen, d.h. Meyr = A ® B.
Beachte: [00) "5 1-(00) +[10)) #2¥ 2 (j00) + [11)).
D.h. wir erhalten ein verschrinktes EPR-Paar durch lokal unitéire Abbildungen auf dem sepa-
rablen Zustand |00).4

5.4 No-Cloning Theorem

Definition (Quanten-Kopiermaschine): Sei |z) € C? ein Qubit. Eine Quanten-Kopiermaschine ist
eine unitére Abbildung U mit: U(|z) @ |z)) = |z) ® |2) fiir alle Qubits |z) € C?

Satz (No-Cloning Theorem): Es gibt keine Quantenkopiermaschine.



Beweis: Annahme: Es gibt Quanten-Kopiermaschine U. Seien |0}, |1) Basiszustdnde. Aufgrund der Ko-
piereigenschaft gilt: U(Ws2|0) ® |1) = W2|0) @ W>|0) (ist seperabel).
Aufgrund der Linearitédt von U gilt aber ebenfalls:
U(W2|0) ® [1)) = U(%\Ol) + %|11>) = %(U|Ol> +U[11)) = —5(|00) + |11)) (ist verschriinkt,
(EPR-Paar)). 4

1 000
01 0 0f. . - . ,

Man beachte: Meygr = 00 o 1|t Kopiermaschine fiir Basiszusténde |0), |1),
0 010

denn [00) 5 |00), |10) — [11).

Allerdings gilt (a|0) +a1|[1))]0) [y

ap]00) +a1]11) # (ag|0) + a1 |1))(ao|0) + a1 |1)) fiir ag, g # 0.

6 n-Qubit Zustandssysteme (Register)

Sei |0), |1) eine orthonormale Basis des C2.

Gemiis Basis-Lemma : |0) ® ]0), |0) @ |1),]1) ® |0),|1) @ |1) ist orthonormale Basis des C*. Erneute
Anwendung des Lemmas liefert eine orthonormale Basis |bob1b2),b; € {0,1} des c?,

Induktiv: |bg...b,_1),b; € {0,1} ist orthonormale Basis des C2".

Definition: Ein n-Qubit System ist ein Einheitsvektor im C?" der Form

)= Y clr)ymite, €C, Y e [P=1
z€{0,1}n z€{0,1}n

n—1 .
Notation: Wir interpretieren = wg...z,_1 als Binirdarstellung der natiirlichen Zahl Y x;2"n~17%
i=0
2" —1
Damit schreiben wir auch |z) = > ¢lé).
i=0

Zustandsiibergang: e n-Qubit Systeme entwickelt sich gem#f unitéirer Abb. U : C2" — C?"

e Lokal unitdre Abbildungen operieren auf einzelnen Qubits des Systems.

Beobachtung: e n Qubits werden durch 2" Amplituden beschrieben.

e Unitiire Matrizen U € C2"®2" haben Beschriankungsgrofie 227

D.h. die Beschreibungsgrofle ist exponentiell in der physikalischen Gréfle n.
Feyman: “Quantenrechner sollten nicht effizient auf klassischen Rechnern simulierbar sein.”

Definition (Separabilitiit): Ein n-Qubit |2) € C?" heifit separabel gdw. |2) = |z1) ® |22) @ - - - @ |x,)
fiir |x;) € C2
Nicht separable Zusténde heiflen verschréinkt.

Beispiel: |z) = %(|000> —]001) — |111)) ist verschrinkt.

|0) mit Ws2

Messung des 1. Qubits: 10) mit sl

Falls:

5 (1000)—|001))
Vi
%\111) _

T =
7 Quanten-Protokolle

e |0) gemessen: Zustand = %(\000) —1001))

e |1) gemessen: Zustand

111).

7.1 Quantenteleportation

Szenario: e Alice besitzt Qubit |z) = ¢p|0) + ¢1]1). Amplituden cg, ¢; sind Alice unbekannt.

e Alice kann iiber klassischen Kanal mit Bob kommunizieren (d.h. Bits, keine Qubits)
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