Eigenschaften des Legendre-Symbols

(3) Aus (2) folgt (—1) = (—1)prl modp.
@ Da beide Seiten in Z nur Werte aus £1 annehmen, gilt Gleichheit.

@ Esgilt (—1)p2 =1 gdw 2= = 0mod2 bzw p = 1 mod4.
@ Esgilt (—1)pz =(-1) gdw S5==1 mod2 bzw p = 3 mod4.
(4) Aus (2) folgt (22) = (ab)*z” =a"z b"7 = (2)(2) modp.

@ Die Identitat Gber Z folgt wieder aus der +1-Wertigkeit.
(5) Aus (4) folgt (2£°) = (2)(2)2 = (2) fur b =0 modp.

Ubung: (g) kann in Zeit O(log?(max{a, p}) - log p) berechnet werden.
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Legendre-Symbol von 2

Lemma Legendre-Symbol von 2
Seip € P\ {2}. Dann gilt

(2)_ +1 fallsp =41 mod8
P/ 1-1 fallsp=+3mod8"

Beweis:
@ Nach Euler-Identitat wissen wir, dass (%) 2% modp.
@ InZ[i]gilt2 = (—i)-2i = ( i)(1 +i)2. Damit folgt
27 = ()T @ript = ()7 G

@+
@ Modulo p (fur Real-/Imaginérteil separat) gilt (1 +i)° = (1 +iP).

@ Wir schreiben wir p = 2k + 1 mit k € N und erhalten

27 = (i) M = (i B modp ().
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Legendre-Symbol von 2

Beweis: (Fortsetzung)

14 (=1)i

® Der Term =

ist 1 fir gerades k. Fir ungerade k gilt
i = G5E = = (),
@ In Z[i] ist ord(—i) = 4. D.h. es genigt, k mod4 zu betrachten.
@ Furk =0,1,2,3 liefert die rechte Seite von (x) die Werte
(— i)° =1, (-i)? = (-1), (-i)> = (1) und (-i)* = 1.
o Aus k = 251 mod4 folgt p = 2k + 1 mods8.
@ Furk = 0,3 erhalten wir (5) =1undp = £1 mod8.

@ Fiirk = 1,2 erhalten wir (2) = (~1) und p = +3 mod8.

+1 fallsp =41 mod8

2_
Ubung: Zeigen Sie (—1)% = :
—1 fallsp = +3 mod8
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GaulRsumme

Definition GauflRsumme

SeipeP\{2}undé=es e C eine p-te Einheitswurzel. Fira e Z
mit a Z 0 modp definieren wir die GaulRsumme

da =205 (1) e Zf¢].

Lemma GaulRsumme

Seien p,q € P\ {2} verschieden und a € Z, a # 0 modp. Dann gilt
Q 9a = (5)9: € Z[¢]

Q@ gf=(F)peZ

Q g¢¥ = gq modq in Z[¢] = @i”;ol Z&' (mod q komponentenweise).

Zahlentheorie - V14 - 21.05.2012 126/143



GaulRsumme

Beweis:
(1) Wegen (g) = (g)—l zeigen wir (g)ga = g;. Es gilt
(3)ga =20 (3)(1)ed = P (3)ed,
@ Fira # 0 modp ist Up — Uy, j — aj ein Isomorphismus.
@ D.h. aj durchlauftfurj=1,...,p — 1 alle Elemente 1,...,p — 1.

® Damitfolgt (3)ga = Y0 (3)6¥ = Y07 (£)¢" = g1
(2) Wir betrachten zunachst Z.p L ¢l Fir ¢ 2 0 modp ist dies
p_ Pyl _
(1) + P (€ = (-1 + CFFE = (-1) + E = (-).
@ Fir ¢ = 0 modp gilt Zp Leti — ijzll 1 = p — 1. Wir rechnen

07 = (SP(h)d) (ZPoA(k)ee) = i sopmi(yge,
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GaulRsumme

Beweis: (Fortsetzung)
@ Wir nutzen wieder den Isomorphismus k — jk fiirj € Up

1 —1,j i 1/j%k

ijzl E:l(%)€J+k = Zp (J )gH—Jk

RS & O]
@ Unter Ausnutzen unserer Identitéten fur 30~ gfl formen wir um zu

1 —

SEAEED + (B (p-2) = (B2) p - 2Ri().

@ Genau die Halfte aller a € Up sind quadratische Reste.

@ Somit enthalt die Summe je (25%)-mal die Summanden 1 und —1.

. . _1 -1 _
@ Wir erhalten insgesamt g2 = (pT) p— k(X)) = (?1) p
(3) Mit unserer Binomischen Formel mod g (Frobenius) erhalten wir
1.0\ _ AN 1. .
of = (ZPEd) =20 ((he) = Xhot(d)een
= Y"1 (1)&9 = gq modaq.



Quadratisches Reziprozitatsgesetz (Gauld)
Satz Quadratisches Reziprozitatsgesetz (Gaul3)
Seien p,q € P\ {2} mit p # g. Dann gilt

(%)z(—l)"z“z(g>_{(() forp = q =3mod4.

p
q )  sonst

Beweis:
@ In Z[¢] gilt nach dem vorigen Lemma

(B9 =09 =0 = 0:(6) = (6™ =1 (
® Multiplikation mit g; liefert (1)g? = g2 (gl> modg.

als],

) modd.

@ Alle Terme sind nun in Z. Wegen p # q gilt g2 = (%)p # 0 modqg.
@ Kirzen von g? liefert
p—1

) N= p-1 p-1
() == (22)=() 7 ®=(") 7@
= (1) % -(8) modq



Quadratisches Reziprozitatsgesetz (Gauld)

Beweis: (Fortsetzung)
@ Alle Terme sind 41, d.h. die Kongruenz ist eine Gleichheit.
@ Der Exponent von (—1) ist ungerade gdw = P-1 und q ungerade.

@ Esqgilt pT_l = 1mod2 gdw p = 3 mod4. (analog fir q)

Bsp:
@ Frage: Besitzt die Gleichung x? = 19 mod 31 Lésungen?
@ Dazu berechnen wir
(31)=-(5) = —(18) = ~(H)H)H) = () =(3) =1.
@ Durch Ausprobieren erhalten wir die beiden Losungen
(£9)? = 81 = 19 mod31.

Problem:
Berechnung des Legendre-Symbols erfordert Faktorisierung von
Zahlen.
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