Korrektur Aufgabe 8.1

Anstatt x2-2x+3
muss es heissen x2-4x+3.



Wiederholung

Arithmetik auf Polynomen mit Grad n
Polynome in Koeffizientendarstellung
o Auswerten: O(n) mit Horner-Schema
o Addition/Subtraktion: O(n)
o Multiplikation/Division: O(n?) mit Schulmethode

Polynome in Point-value Form

o Interpolation: O(n?) mit Lagrange-Interpolation
o Addition/Subtraktion: O(n)

o Multiplikation: O(n)
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‘ Multiplizieren von Polynomen

Koeffizientenform

Gewohnliche Multiplikation
O(n?)

Auswertung Interpolation
Ziel: O(n logn) Ziel: O(n logn)

Punktweise
Multiplikation
O(n)

Point-value Form
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n-te Einheitswurzeln

Def: Eine n-te Einheitswurzel ist eine komplexe Zahl w € C mit
der Eigenschaft w" =1

Es gibt exakt n viele n-te Einheitswurzeln
e2mkin fijr k=0,1,...,n-1
Erinnerung: e = cos(«) + i*sin(«a)
o n-te Einheitswurzeln besitzen gleichen Abstand auf dem
Einheitskreis in der komplexen Ebene

w,, = €2 heil3t primitive n-te Einheitswurzel
o Alle n-ten Einheitswurzeln sind Potenzen von w,
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Gruppeneigenschaft

Satz: (<w,>,*) Ist eine multiplikative, zyklische
Gruppe der Ordnung n.

Neutrales Element: 1.

Ordnung: w, n=e?" =1,
Abgeschlossenheit: w,* wj = w,ji*imodn
Inverses zu w,i Ist w, .
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Eliminations- und Halbierungslemma

Eliminationslemma: Fur allen,k e Nyjund d € N:
wdndk = wnk

Wtk = (e2rildnydk = (g2mimyk =, k

Korollar: Fur jede gerade Zahln e N: w n2 =w, =-1
w, = e™ = cos(r) + isin(rw) = (-1)

Halbierungslemma: Sei n>0 gerade. Dann sind die Quadrate der n-ten
Einheitsheitswurzeln gerade die n/2-ten Einheitswurzeln.

Eliminationslemma: (wk)? = w, .

Jede zwel n-te Einheitswurzeln haben dasselbe Quadrat:
(wnk)2 = (- wnk)Z = (w2 * wnk)2 = (wnk+n/2)2

14.12.2007



Discrete Fourier Transtorm (DTF)

ObdA: grad(a) < n = 2k

a(x) sei als Koeffizientenvektor a=(a,...,a,_ ;) gegeben
o ag=(ap a ay, -, an_z)

o a, = (ay, ag, a, a, 1)

Werten a(x) an den Stutzstellen w k far k=0,...,n-1 aus
Sei Yy, = a(wk) = 2"t aw,k flr k=0,...,n-1

Y = (Yo,---,Y5.1) ISt die diskrete Fouriertransformierte von
a:(ao,...,an_j
Schreibweise: y = DFT (a, w)
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Fast Fourter Transtorm (FFT)

Splitte Polynom a(x) in zwei Teile
ay(X) = @y + A X + aXx% + ... + @, ,X"?2 bzw. a% = (a,, ay, ay, ..., 8,,)
a,(X) =a; +a;x +ax?+ ... +a,x"?>1 bzw. a" = (a,, as, as, ..., a,,)
Dann gilt:
a(x) = a,4(x?) + x*a,(x?)

Berechnen von DFT,(a): Auswerten von a(x) an w.9,...,w,"1
Auswerten der Polynome a,, a, vom Grad < n/2 an den Stellen
Q (u)nO)2 = wn/ZO’ ((,‘)nl)2 = wn/21’ . ((,‘)nn/2-1)2 = wnlzn/2—1 ,
(Wnnlz)2 = w50, (u)nn/2+l)2 = wopls ey (Wnn—l)2 = w21
D.h. es genugt a, und a, an n/2 vielen Stellen auszuwerten.
Q Berechnen von DFT ,(a%w) und DFT ,(a%w).
Kombinieren von a(x) mittels a, und a,,.
0 y=DFT(a) mity, = aw.k) = ag(wysk) + wok*a,(wysk) = aglw,2) + wka,(w,)

O

Laufzeit: T(n) = 2*T(n/2) + O(n), T(1) = O(1).
= T(n) = O(n logn) (Ubungsaufgabe)
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FEFT-Algorithmus

Algorithmus FFT

EINGABE: a=(a,...,a,), n=2X
If (n=1) return a
W, < e+ 1
(V19.Y2% -1 Yn%) < FFT(a9,8,,...,8,,, N/2)
(V1".Y2" - V") ¢ FFT(@y,85,.... 804, N2)
for k =0 to n/2-1

2 Yy S Vi - wy
3. W — wrw,

AUSGABE: y=(Yg,..-,Y.1)
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Korrektheit

Schritt 1:
0 Yo = alwy) = ag*w,0 = a4
Schritt 2+5.2;
o Update von w = w,k.
Schritt 3+4:
0 (Y19Y2%, -5 Yn?) = DFTx(ag,w), d.h. y,9 = a (w,.k) = ay(w,24)
J (ylu’yZU""’ yn/ZU) = DFTn/Z(aww)’ d.h. Yt = au(wnlzk) = au("‘)n2k)
Schritt 5.1
0 Yk = Y9+ wkfyu = ag(w2k) + wkfa(w,2k) = alw,k) far k=0,...,n/2-1
Schritt 5.2:
0 Yienz = Yi@ - Wk Vil = Yi8 + w2y
= ag(WnZK) + W, k+n/2 au(wnzk)
= ag(wn2k+n) + ) k+n/2 au(wn2k+n)
= a(wy,kmni2) far k+n/2=n/2,...,n-1
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Summationslemma

Lemma: Fur allen,i e Nmitn{i
Zk:On_1 (wni)k = 0.
—1 ;
nz (wi )k _ (w%)n — 1
= .
k=0 wp, — 1
(wi)' =1
wl — 1
1P—-1

=
wh — 1

0.
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Inverse Diskrete Fourier Transformation

Interpolation: Point-value — Koeffizientenform
Darstellung der DFT als Matrix-Vektor Produkt:

(11 L 1 N g\ (g
1 wnp w5 Wy ai Y1
w2 w e w%(n_l) ao = Yo

K 1 wg._l w%(ﬁ_l) w%n_l.)(n_l)) \an.—lj \yn—1/

Vandermonde-Matrix V mit Eintragen Vij = wyl fur0 <1,) <n-1
Man beachte: V = VT

Inverse Diskrete Fourier Transformation
o a=DFT, 1y, w) =Vly
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Invertieren von V

Satz: Sei V1=(v*,;) fur 1<i,j < n. Dann gilt v*;; = 1/n*w, -

Zeigen V*V-1 = |, die (n x n)-Einheitsmatrix
Betrachten (i,j)-Eintrag von V*V-1
0 2"t w ik * Un*w K =1/n 2, 01w ki*w K
= 1/n X, o1 w, ki)
o FOri=jliefert die Summation 1.
o Falli=]:
i-j| <n-1,d.h.n1i
= Yo" (w,H)k =0 (Summationslemma)

Korollar: a = DFT,(y, w) = 1/n*DFT,(y, w?). D.h. die inverse diskrete
Fouriertransformation lasst sich in Zeit O(n logn) berechnen.
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‘ Multiplizieren von Polynomen

Koeffizientenform

Gewohnliche Multiplikation
O(n?)

DFT, ((a,...,8,4.0,...,0), w)
DFT,((b,,...,b,4.0,...,0), w)
O(n logn)

1/(2n)*DFT,,(c, w)
O(n logn)

Punktweise
Multiplikation
O(n)

Point-value Form
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