Pellsche Gleichung

Satz Pellsche Gleichung

Alle Lésungen (p, q) € N? der Pellschen Gleichung treten als
Naherungsbruch g in der Kettenbruchentwicklung von v/d auf.

Beweis:

@ Sei(p,q) eine L(‘jsung d.h.1=p?—dg? = (p +vdq)(p — Vdq).
@ Esfolgtp — vdq = p+\/_ . Teilen durch q liefert

P_d= 1 _ 1 < 1

a pa+vde? — (Z+Vd)a? T 207
@ Damit taucht g in der Kettenbruchentwicklung von v/d auf.
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Primzahltest fir Mersenne-Primzahlen

Satz Lucas-Lehmer Test

Sein=2P —1eNfurp e P\ {2}. Wir definieren die Folge Sk durch
S;=4und Sy = SZ , — 2. Falls n|Sp_1, dannist n prim.

Beweis:

= Seienw =2++3,0 =23 imRing Z[V3] = Z & ZV/3.

@ Wir zeigen zunéchst S, = w? ™" + ©2" per Induktion tiber k.
o IAfirk=1L.w+0=4=5;.

@ ISk —1— k: Wegenww =1 gilt

Sk=Sf_1- 2% (W +a* P2 —2=uw? T 124w -2
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Primzahltest fir Mersenne-Primzahlen

Beweis: (Fortsetzung)

@ Nach Voraussetzung gilt n|S,_;, d.h.cn =S,_; = W

+ &2,
@ Multiplikation mit w?"~* liefert w2~ = —1 + cnw?* .
@ Annahme: n ist zusammengesetzt.
@ D.h. es existiert ein primes g|n mit 2 < g < v/n. Es folgt

w? ' = -1 modq und w? =1 modq.
@ Damitist ord(w) = 2P in R := Z[v/3]/9Z[V3] = Z/aZ & (Z/9Z)V/3.
@ Esgilt R* C R\ {0} und damit [R*| < g% — 1. Es folgt

2P = ord(w) < |R*| < g2 — 1 < n. (Widerspruch: n = 2P — 1)

Anmerkung: Man kann auch die Umkehrung n prim = n|S,_; zeigen.
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Lucas-Lehmer Primzahltest

Algorithmus Lucas-Lehmer Primzahltest
EINGABE:n=2P —1c Nfirp e P\ {2}.
© SetzeS; =4
Q@ Fori=2top—-1
@ Berechne S; :=S? ; — 2 mod n.

AUSGABE: { P'™ fallsSp_1 = 0 mod n.
zusammengesetzt  sonst.

@ Korrektheit: Folgt aus vorigem Satz, inklusive Anmerkung.
@ Laufzeit: O(plog®n) = O(log®n).

@ Bsp:n=2%—-1=7istprim,denn S, =S2 -2 =14=0mod 7.
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Lucas-Test

Satz Lucas-Test
Ein n € N ist prim gdw ein a mod n existiert mit

a"~! =1 mod n, aber a'a # 1 mod n fur alle Primteiler g von n — 1.

Beweis:

=- Sei n prim. Dann ist U, zyklisch und die obigen Identitaten gelten
falls a eine Primitivwurzel modulo n ist.

< Aus den Identitaten folgt ord(a) = n — 1 in U,. D.h. n — 1|¢(n).

@ Damitgiltn — 1 < ¢(n) < n, woraus ¢(n) = n — 1 folgt.

@ Annahme:n=abmitl <a,b <n.

@ Da Ojn und a|n, gilt (n) < n — 2. (Widerspruch)

Bsp: 11 ist prim, denn
210 =1 mod 11, 2° = (—~1) mod 11 und 22 = 4 mod 11.
Nachteil: Lucas-Test bendtigt vollstandige Faktorisierung von.n — 1.
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Pocklington-Test
Satz Pocklington-Test

Einne N,n—1=RF,F > +/n,ist prim gdw ein a mod n existiert mit

a"~! =1modn und ggT(anT_1 —1,n) = 1 fur alle Primteiler g von F.

Beweis:
= Sein prim und a Generator von U,. Dann gilt a"~! = 1 mod n und
a'e # 1modn, d.h. ggT(anq;1 —-1,n)=1.

< Annahme: n ist zusammengesetzt.

@ Sei p Primteiler von n mit p < v/n. Sei d = ord(aR) in Up.

@ Esgilt (aR)F = a"! = 1 mod n und damit (aR)F = 1 mod p.

@ D.h. d|F. Wir zeigen d = F. Sei g ein Primteiler von % Dann gilt

1=(aR) = (aR)g —a's mod p bzw. ggT(anT71 —1,n) >p.

@ Seialsod = F. Wegen d = ord(aR) in U, folgt d|p — 1 und damit

F=d<p-1<+n. (Widerspruch: F > /n)

Bsp: : 11 ist prim, da 21° = 1 mod 10 und ggT (2% — 1,11) = 1.
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Pocklington Primzahltest
Algorithmus Pocklington
EINGABE: n € N

© Faktorisiere n — 1 partiell in RF mit F > /n.
Q@ Fora=1,....n-1

@ Fallsa”!=1modn und ggT(anq;1 —1,n) = 1 fur alle Primteiler q
von F, Ausgabe “prim” und Abbruch.

© Ausgabe “zusammengesetzt”.

Laufzeit:

@ Schritt 1: Es ist kein Algorithmus mit Laufzeit poly(log n) bekannt.
@ Schritt 2: Fir zusammengesetzte Zahlen n Schleifendurchlaufe.
@ D.h. der Algorithmus ist schlechter als eine naive Probedivision.

Hoffnung: Schritt 1 ist unnétig. D.h. es genigt zu testen, ob

a"~1 =1 mod n fir ein a mod n.
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Carmichael-Zahlen

Definition Carmichael-Zahl

Ein zusammengesetztes n € N heil3t Carmichael-Zahl, falls
a"~1 =1 modn fir alle a € Up,.

Lemma Struktur der (n-1)-ten Einheitswurzeln
Sein=2"[[}_;p! € Nund G = {x € Uy | X"~ = 1}. Dann ist

_ i pi—1
Un/G = Uy x [y Z/mMiZ mit m; = M-

Beweis: (s. [M-S,P], S.92)
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Struktur von Carmichael-Zahlen

Satz Struktur von Carmichael-Zahlen
Sei n € N zusammengesetzt.
© n ist Carmichael gdw n keine mehrfachen Primteiler besitzt und
p — 1jn — 1 fur jeden Primteiler p von n.
©@ Jede Carmichael-Zahl ist ungerade und besitzt > 3 Primteiler.

Beweis:
(1) nist eine Carmichael-Zahl gdw {x € U, | x"~1 =1} = Uy,
@ Mit vorigem Lemma muss damit die folgende Gruppe trivial sein
Un/G = Uy X Hiszl Z/miZ.
@ Insbesondere gilt damit m; = 1 fur alle i. D.h.

Pl (pi—1)

m;

@ Dies ist aquivalent zu
r=21undggT(pi —1,n—1)=p; — 1 bzw. p; — 1jn — 1.
@ Wegenr; = 1 besitzt n keine mehrfachen Primteiler.
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Struktur von Carmichael-Zahlen

Beweis: (Fortsetzung)
(2) Sein Carmichael. Aus U,/G = Uy x [[7_; Z/miZ folgt r < 1.
@ Annahme:r = 1.
@ Dan ¢ P enthélt n einen ungeraden Primteiler q.
@ Mit (1): Das gerade q — 1 teilt das ungerade n — 1. (Widerspruch)
@ Annahme: n besitzt nur zwei Primteiler, d.h. n = pg mitp < g.
® Ausq — 1|n — 1 folgt
0O=n-1=pg—-1=p(g—1)+p—-1=p—-1modq - 1.
@ Esfolgt p =1 modg. Wegen p < q gilt p = 1. (Widerspruch)

Bsp: Die drei kleinsten Carmichael Zahlen sind

561=3-11-17,1105=5-13-17und 1729 =7 -13 - 19.
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