Termine

Termine fur mundliche Prifungen
Montag  25. Februar
Dienstag 01. April
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Wiederholung

Matroide
Greedy Algorithmus fur MST
MST Algorithmus berechnet Kreismatroid.
Def. Matroid M=(S,U)
o Vererbbarkeit
o Ergéanzungseigenschatft
Basen eines Matroids haben gleiche Kardinalitat

Greedy-Matroid liefert Basis minimalen Gewichts
o Greedy-Wahl: 4 optimale Basis mit Element x kleinsten Gewichts

o Subprobleme: Lose mit x vertragliche Submatroide
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Rekursionsgleichungen

Ziel: Losen von Rekursionsgleichungen
T(n) = a*T(n/b) + f(n) bzw.
X, = A X g+ ..o Fa X, + by

Def.: X, =a;*X,4+ ... +a,*X + b,
mit Anfangsbedingungen
X, = b, fur O,...,k-1
heildt lineare Rekursionsgleichung k-ter Ordnung.
Rekursionsgleichung ist homogen < b,=0.
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Lineare homogene Gleichung 1. Ordnung

Sel x, = ax,, furn > 1 und x,=Db,.
= X, = a*X,, = a’X, ;= ... =a"x, = a"b,

Bsp.: Verzinse 1000€ mit jahrlich 4%.
b,=1000, a=1,04.
= X, = (1,04)™1000.
Nach wieviel Jahren besitzt man 1 Million?
(1,04)™1000 > 10° = n > log, (,10° ~ 176.
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Inhomogene Rekursionen 1. Ordnung

Satz: Sei x,, = a*x,;+b, und xo—bO Dann gilt

| boa™ +b1% —1 fallsa#1
" bo + nby sonst

lterationsmethode liefert
Xn = aXn-l + bl
= a(ax,, + by) + by = a%x,,+b,(1+a)
= a3x, 3 + b,(1+ata?)

= ab, + by (1+at+a2+...+a"?)

1+a+...+a™! = (a"-1)/(a-1) fur a=l
n sonst
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Millionar durch Zusatzzahlung?

Startkapital 1000 €, jahrlich 4% Zinsen
Zusatzliche jahrliche Zahlung 100€
a=1,04, b,=100, b,=1000

= X, = 1000*(1,04)" + 100*(1,04"-1)/(0,04)
= (1,04)"(103+10%/4) — 10%/4
X, > 10° fur n>144.

Rekursionsgleichungen héheren Grades:
Nachste Vorlesung mittels Erzeugendenfunktionen.
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Das Master-Theorem

Satz (Master-Theorem):
Sei T(n) = a*T(n/b) + f(n), wobei a,b > 1. Dann qilt:

Falls f(n)=0O(n'°9y2-€), >0:
0 T(n) = O(n'°%2)

Falls f(n)=©(n'°9,3):
o T(n) = O©(n'°%2log n)

Falls f(n)=Q(n'°9%2*¢) und a*f(n/b) < cf(n), c<1
o T(n) =6(f(n)).

Man kann zeigen:
n/b kann als |n/b]| oder [n/b] interpretiert werden.
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Bereits bekannte Anwendungen

Mergesort, FFT:
T(n) = 2*T(n/2) + cn
a=b=2, f(n) = cn
n'e9,2 = n, d.h. Fall 2: f(n) = O(n'°9%,?3)
= T(n) = ©(n'°%2 logn) = A(n logn)

Multiplikation grof3er Zahlen:
T(n) = 3*T(n/2) + cn
a=3, b=2, f(n) = cn
n'ogpa = nlogy3 ~ ni-58 d.h,
Fall 1: f(n) = O(nlo9y2 ) fiir O<e<log,3-1.
= T(n) = O(n'°928)
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Weitere Anwendungen

Binare Suche:
T(n) =T(n/2) + C
a=1, b=2, f(n)=c.
nlogpa =1, Fall 2: f(n) = O(n%) = O(nlogy?)
= T(n) = O(n'°%2 log n) = O(log n)

T(n) = 3*T(n/4) + n logn
nlogba — nlog43 ~ no79 , d.h.
o Fall 3: f(n) = Q(n'°9y2 *¢) flr 0<e<1-log,3.
o a*f(n/b) = 3* n/4 * log(n/4) < %*n logn = c(n log n) flr c=%4<1
= T(n) = O(f(n)) = ©(n log n)
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Nicht-Anwendbarkeit Master-Theorem

T(n) =4*T(n) + n logn
nlogba: n
f(n)= Q(n'°%2)=Q(n), aber nicht f(n)=Q(n'o9,2 *<)
Beachte: f(n)/n = log n = o(n°) fur jedes ¢>0
o Fall 3 nicht anwendbarr.
o Fall 2 ebenfalls nicht, da f(n) = O(n)

Licken zwischen Fall 1 und 2, bzw. Fall 2 und 3
Master-Theorem nicht fur jede Gleichung der Form

T(n) = a*T(n/b) + f(n) anwendbar.
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Beweis des Master-Theorems

Vereinfachende Annahme: n=b'.
Kann auch fur allgemeine n gezeigt werden.

Satz: Sei T(n) = a*T(n/b) + f(n) und T(1) = ©(1). Dann gilt:
logy n—1

T(n) =©®%) + Y a'f(3)
1=0

aT(2) + f(n) = a(aT(z) + F() + f(n) = &®T(5) + af (7) + F(n)
= ®T(3) +a’f(;5) +af () + f(n)
. logyn—1

Y diG)

1=0

n

= a’logb nT(blogb n

logpn—1 n
— @(nlogba) + Z ach(a>
=0
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Interpretation des Satzes

Rekursionsbaum:
Wourzel hat Kosten f(n) und a Kinder mit Kosten jeweils f(n/b).
Jedes dieser Kinder
o a Kinder mit Kosten f(n/b?).
o Insgesamt a? Kinder mit Kosten insgesamt a?*f(n/b?)
In Tiefe i
o a Kinder mit Kosten a*f(n/b')
o Summe Uber die Kosten der inneren Knoten:
Kosten: Aufsplittens in Subprobleme & Kombination der Lésungen

Blatter in Tiefe i=log, n
o Kosten flr Blatter ©(n'°9,2): Kosten des Losens der Subprobleme

Drei Falle des Master-Theorems: Kosten werden dominiert von

Kosten in den Blattern: ©(n'°9y?)
gleichverteilt Giber alle Ebenen:©(n'°%2)*log, n = ©(n'°9%2 log n)
Kosten in der Wurzel: O(f(n))
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Beschranken der Summe

Iogb n—1

Lemma: Sei g(n) = Z aif(%)
i=0

Falls f(n)=0O(n'o9y2-€), e>0:
o g(n) = O(n'09y?)

Falls f(n)=©(n'°9,?):
o g(n) =6(n'°%2log n)

Falls a*f(n/b) < cf(n), c<1
o g(n) =06(f(n)).

Korollar Master-Theorem:
T(n) = ©(n'°%?) + g(n) = O(n'°%?)
T(n) = ©(n'°9%,2) + g(n) = @(n'°%2log n)
T(n) = ©(n'°%3) + g(n) = O(f(n)) wegen f(n)=Q(n'°92*) (Ubung)
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Beweils des LLemmas

Beweisen nur Fall 2+3, Fall 1 ist Ubungsaufgabe.

Fall 2:
logpn—1 n.
g<n>:@< > a’t(bgogba) mit
1=0
logyn—1 logyn—1 i
T \lo _ o a
Z az(ﬁ) dra — n dpa Z (blogba>
1=0 1=0

= nlo%%.|og,n

Fall 3: g(n) = Q(f(n)) folgt far i1=0.
af(n/b) < cf(n) = a’f () < ¢ f(n)

logyn—1

g < Y ) < S Y ¢ = f(n)—— = O(f(n).
i=0 1=0
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