Wiederholung

Formale Potenzreihen
Erzeugende Funktion A(X) == 2., ., a,X"
Arithmetik auf Potenzreihen )
a Addition/Subtraktion
o Multiplikation/Inverse

o Shifts, Ableiten, etc.
o Geschlossene Form flr geometrische Reihe

Polyas Geldwechsel-Problem
Strategie zum Losen von Rekursionsgleichungen

1
1 —=x
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l.0sen von Rekursionen

Rekursion: a, = a,,; + 1 fur n>1 und a,=1.

Alz) = D> anz"=apo+ ) (ap_1+1)z"

n>0 n>1

= 14+« Z an_la:n_l + Z x"

n>1 n>1

= xZanazn—l-an
n>0 n>0
1

— x-A(x)+1—ix 4@ = 5273

Wissen: ﬁz = Y ,>1 na" 1 flir Folge 1,2,3,. ..

= Z anxr’ =
n>0

> nz" 1 = > (n+1)z"

1 —
(1—=)2 n>1 n>0
Koeffizientenvergleich: a, = n+1 fur alle n > 0.
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Allgemeine Strategie

Aufstellen der erzeugenden Fkt. A(X)=2, - ¢ a,x"
Einsetzen von Anfangswerten und Rekursionsgleichung.
Stelle alle a,, durch A(x) dar.

Auflosen nach A(x) liefert geschlossene Form A(x)=f(x).

Formulierung von f(x) als formale Potenzreihe
= Hilfsmittel: Partialbruchzerlegung

Koeffizientenvergleich: Ablesen von geschlossener Form flr a,
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Ableiten von G(x)

1
Geometrische Reihe G(x) =2, o X"= ]
- ¥
1

Ableiten liefert nz" 1 =

nzz:l (1 —x)2
Erneutes Ableiten: S~ y(n — 1)2" 2 = 1 _2 .

n>2 ( )
k-maliges Ableiten: N ek k!

ngkn(n 1)-...-(n—k+1)x = 1 o)

> (n:k>xn: (1—i)k+1

n>0

1 . n+k—1\ , .
Dh- (1 az)k — Z( k-1 )a’m

n>0
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Partialbruchzerlegung

Satz: Seien f,g € R[x] mit

o grad(g) < grad(f)

o f(x) = (L-ax)< - ... - (1-ax)kr.

Dann gibt es g,(x) mit grad(g;)<k; und
9) __q1®)
f) (1 —az)k

Multiplikation mit f(x):

g(z) = g1(2) [[ Q—am)*i+...4gr(z) [ (1—a;z)"
17#=1 1ET

grad(g; < ki, d.h. jeder Summand hat Grad kleiner als grad(f).

Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich:

o k; unbekannte Koeffizienten von g;: 2. k; = grad(f) Unbekannte

o grad(f) Koeffizienten: grad(f) viele Gleichungen

gr(z)
(1 — arz)kr
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Bsp. Partialbruchzerlegung

g(x)=x, f(x) = (x*2-1). Liefert Ansatz

x a b
2 -1 + 1 T r—1
=z = a(lz—1)4+b(x+1)
=z = (a4+bzx—a+b
Koeffizientenvergleich ergibt
a-+b 1

1
O|:>a—b—2.

—a-+0b

T 1 1 1 1 1 1
b-h. 2 -1 §<x—l—1+x—1>_§<l—(—m)+1—m>

= (G(-2) +G()).
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Darstellung von f(x)

Seif(x) =f, +f; x+f x"
Ziel: Schreibe f(x) = (1-a,x)k1*...*(1-a,x)kr

Definieren reflektiertes Polynom
o Rx)=f +f x+ ... +fx"
Man beachte:

o fR(x) = x" * fR(1/x)

Wichtiger Spezialfall: fR zerfalle in Linearfaktoren:

o fR(X) = (x-a))*...*(x-a,)
= f(x) = x™*fR(1/x) = x(1/x-a,)*...*x(1/x-a,) = (1-a,x)*...*(1-a,X)
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Partialbruchzerlegung

g(x) = x, f(x) = 1-x-x2
fR(x) = x2-x-1 hat die beiden Nullstellen

1 1 145 , 1-+/5
Ei\/z—l—l,d.h.qb_ > =—

D.h. f(x) = (1 - ¢x)(1- ¢'X).

Kettenbruchansatz:

T . a n b
(1—9x)(l—¢d'z) 1—0dx 1—¢'x

=z = (1 —¢'z)a+ (1 — opx)b
da+ b = (-1) _ 1 _
D.h. a+tb = 0O :>a—¢_¢/—\/§— b
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Zuruck zu den Rekursionsgleichungen

Fibonacci-Zahlen: F,=F,; + F,, n> 2, F;=1, F,=0
Erzeugende Funktion: F(z) = )  Fna"

RekurS|onsgIe|chung n=0
F(z) = Fo+Fio+ ), Fa" =2+ ) (Fp-1 + Fp2)a”
n>2 n>?2
= 2+ 3 (Fpr + F)a"
n>0

Darstellung der Summen durch F(x):

F(z) = =+ )_ Fn_|_1.f1;n+2 + > Fpa™ 12
n>0 n>0

= x4z Z Fn_l_lzcn_l_l + 22 Z EF,x"™
n>0 n>0

= z+x ) Frnz™ + 2°F(z)

n>1

= 24 2(F(z) — Fy) + z°F(z2) = z + 2F(z) + 2°F(z)
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Geschlossene Form fur F

I

Auflosen nach F(x): F'(z) = 5
—T—z

Ersetzen durch formale Potenzreihe

x a b
F(m)_l—m—m2 - 1—qz5a:+1—q§’m

= a ) (¢p2)"+b ) (¢'z)" mit a=

n>0 n>0

Koeffizientenvergleich F =[x"] F(x):

1 n m
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Anzahl Klammerungen

Klammerung k der Lange m: k=k;...k, € {(,) }

Klammerung legal:

o #0ffnende Klammern in k,...k; > #schlieRende Klammern in k; ...k
o For k gilt: #6ffnende Klammern = #schliel3ende Klammern

# Iegale Klammerungen mit n 6ffnenden Klammern
= 1: leeres Wort ¢

1: ()
2:00. (0)
S

EJEJEJDO
OOOOH
1l

Anwendung (Vorlesung 22):
o #vollstandig geklammerte Matrixprodukte mit n Matrizen = C,_;
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‘ Rekursive Definition von C.

Lemma: Fur alle n > 1 qilt
Ch = 21" CraChi
A .= Menge der legalen Klammerungen mit
o Erste Klammer wird an Position 2k geschlossen

(A ETTe T

o Alst legale Klammerung mit k-1 6ffnenden Klammern
o B st legale Klammerung mit n-k 6ffnenden Klammern
n n n
= COn = |Up=14kl = > Akl = > |Al*|B]|= ) Cp_1Ch_y
k=1 k=1 k=1
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Auflosen der Rekursionsgleichung

1. Erzeugende Funktion: C(z) = > ;>0 Cnz"
2. Einsetzen Rekursionsgleichung:

C(z) = Co+ ) (Z Cklcnk) z"

n>1 \k=1

3. Ersetzen der Summen durch C(x):

n—+1
C(:B) = 14« Z (Z Ck_lcn_|_1_k) x"
n>0 \k=1

14z ) (Zn: CkCn—k) z"

n>0 \k=O0
= 14 2C(z)?
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Geschlossene Form tur C_

4. Auflosen nach C(x): C(x) = 1iV2§3_4x

Losung mit "+ widerspricht fur * — 0 der
Bedingung Cop = 1.

5. Entwickeln von rechter Seite in Potenzreihe:

22C(z) =1— (1 —4z)2 =1 — 3 <1£2> (—4k)F

k>0
= Y 20"t = Y (1/2> (—4z)k
n>0 k>1 k
R O A V2 RN |
= On = 2<n—l—1>(4) |

Elementare Umformungen liefern C,, = #Ll (an)
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