Verteilen von Ballen auf Urnen

Szenario:
Wir verteilen n Bélle auf m Urnen, d.h.

f:B—-UmitB={by,...,bptund U = {uy,...,un}.
Dabei unterscheiden wir alle Kombinationen der folgenden Falle

@ Die Bille sind unterscheidbar oder nicht unterscheidbar.
@ Die Urnen sind unterscheidbar oder nicht unterscheidbar.

Fir alle vier Kombinationen untersuchen wir die Falle
@  beliebig, d.h. wir verteilen die Balle beliebig.
@ finjektiv, d.h. jede Urne enthalt hdchstens einen Ball.
© f surjektiv, d.h. jede Urne enthalt mindestens einen Ball.
© f bijektiv, d.h. jede Urne enthalt genau einen Ball.
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Balle und Urnen sind unterscheidbar

f beliebig:
@ m Mdglichkeiten fir jeden der n Bélle, d.h. insgesamt m".

f injektiv: Fir |B| = n < m=|U| gilt:
@ m Mdglichkeiten fir den ersten Ball, m — 1 fir den zweiten, usw.
@ Insgesamt m? Mdglichkeiten.

f bijektiv: Fir |B| = n=m = |U| gilt:
@ m Mdglichkeiten fir den ersten Ball, m — 1 fir den zweiten, usw.
@ Insgesamt m! Méglichkeiten.
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Béalle und Urnen sind unterscheidbar

f surjektiv: Fur |B| = n> m = |U| gilt:
@ Definieren die Urbildmengen T, := {f~"(u) | u € U}.
@ Die T, bilden eine m-Partition der Menge B.
@ Damit gibt es S, » Méglichkeiten fur die Urbildmenge B.
°

Fur jede m-Partition By, ..., By von B landen jeweils die Bélle aus
einer Menge B; gemeinsam in einer Urne.

@ m! Mdglichkeiten, eine m-Partition auf m Urnen zu verteilen.
@ D.h. wir erhalten insgesamt S, , - m! Méglichkeiten.
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Urnen unterscheidbar, Balle nicht

Idee: Wir zahlen nur die Anzahl der Bélle pro Urne.

f beliebig:
@ Kodieren die Anzahl der Balle mit insgesamt n Sternen.
@ Unterscheiden die Urnen mit m — 1 Trennstrichen.
@ z.B. **|***| bedeutet 2 Bélle in uq, 3 in up und 0 in us.

@ Anzahl Kodierungen mit n Sternen und m — 1 Trennstrichen
(n+m—1)_

n
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Urnen unterscheidbar, Balle nicht

f injektiv: Fir |B| = n < m= |U| gilt:

@ Wahlen n aus den m Urnen aus, die genau einen Ball enthalten.

@ Insgesamt (77) Méglichkeiten.

f surjektiv: Fir |B| = n> m= |U| gilt:
@ Die Urne u; enthalte x; Bélle firi=1,..., m.
@ Die x; bilden eine geordnete m-Zahlpartition von n, da
X{+Xo+ ...+ Xn=n.
e D.h. wir erhalten (~!) Mdglichkeiten.

f bijektiv: Flr |B| = n=m = |U| gilt:
@ Jede Urne enthélt einen Ball: Genau eine Mdglichkeit.
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Balle und Urnen nicht unterscheidbar

Idee: Anzahl Bélle in Urnen entscheidend, Reihenfolge belanglos.

f beliebig:
@ Angenommen, es werden genau k der n Urnen belegt.

@ Sei By, ..., By eine k-Partition von Ballen, so dass jeweils alle
Balle aus B; gemeinsam in einer Urne landen.
@ |By|+ ...+ |Bk| = n, d.h. die |B;| bilden eine Zahlpartition von n.
» Dies ist eine ungeordnete Zahlpartition (Urnen ununterscheidbar).
@ D.h. wir erhalten flr ein festes k genau P, x Mdglichkeiten.

@ Insgesamt erhalten wir damit >, Pp x Moglichkeiten.

f surjektiv: Fir |B| = n> m = |U] gilt:
@ Da m Urnen belegt sind: P, n Moglichkeiten.
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Balle und Urnen nicht unterscheidbar

f injektiv: Fr |B| = n < m=|U] qilt:
@ Jede der belegten Urnen enthélt einen Ball: 1 Méglichkeit.

f bijektiv: Fir |B| = n=m = |U] qilt:
@ Alle Urnen enthalten genau einen Ball: 1 Mdglichkeit.
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Balle unterscheidbar, Urnen nicht

Idee: Entspricht Partitionierung der Balle.
f beliebig:
@ Seien genau k Urnen belegt.

@ Sei By, ..., Bk eine k-Partition von B, so dass alle Bélle in B;
gemeinsam in einer Urne landen.

@ Die Anzahl der k-Partitionen von B betréagt S, x flr festes k.
@ Insgesamt >}, Sp, x Moglichkeiten.

f surjektiv: Fur |B| = n> m = |U| gilt:

@ Entspricht einer m-Partition von B, d.h S, ,, Méglichkeiten.
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Balle unterscheidbar, Urnen nicht

f injektiv: Fir |B| = n < m=|U| gilt:
@ In jeder Urne hochstens ein Ball: 1 Moglichkeit.

f bijektiv: Fir |B| = n=m = |U]| gilt:
@ In jeder Urne genau ein Ball: 1 Méglichkeit.
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Zusammenfassung

B[=n,
U =m

beliebig

injektiv
n<m

surjektiv
n>m

bijektiv
n=m

Balle und
Urnen
unterscheidbar

mn

Spm-m!

ml

Balle gleich,
Urnen
unterscheidbar

(n+m—1)

(m)

Balle unter-
scheidbar,
Urnen nicht

Z/T:1 Sn,k

Sn,m

Balle und
Urnen ununter-
scheidbar

Z/T:1 Pn,k

Pn,m
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Uberblick (iber Graphentheorie

Ungerichtete Graphen:
@ Baum, Spannbaum, Prifercode
@ Traversierung von Graphen: Breiten- und Tiefensuche
@ Besuchen aller Kanten, Besuchen aller Knoten
@ Farben von Knoten und Kanten, Matching

Gerichtete Graphen:
@ Kreisfreiheit, topologische Sortierung
@ Wurzelbaum
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Ungerichtete Graphen

Definition Ungerichteter Graph
Ein ungerichteter Graph ist ein Tupel G = (V, E) mit
@ der Knotenmenge V = {vy,..., vy} und
@ der Kantenmenge E = {ey,...,en} C {{u,v} C V2| u # v}.

D.h. insbesondere sind nicht erlaubt:
@ Schlingen bzw. Selbstkanten {v,v} € E

@ Mehrere Kanten zwischen denselben Knoten, d.h. E ist keine
Multimenge.
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Motivation far Graphprobleme

Szenario:
@ Wir veranstalten ein Turnier mit flinf Teilnehmern a, b, ¢, d, e.
e Jeder soll gegen jeden Spielen, d.h. (3) = 10 Partien.
@ Keiner soll in aufeinanderfolgenden Spielen antreten.

Modellierung als Graph:
@ Wir stellen alle Paarungen als Knoten in einem Graph dar.

@ Wir verbinden zwei Knoten, falls sie disjunkte Mannschaften
enthalten.

Graphproblem:
@ Bestimme einen Pfad, der alle Knoten genau einmal besucht.
@ Der Pfad bestimmt die Reihenfolge der Partien.
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Isomorphie von Graphen

Definition Isomorphe Graphen

Seien Gy = (W4, E1) und G, = (V», Eo) ungerichtete Graphen. Gy ist
isomorph zu G, falls es eine Bijektion f : V; — V5 gibt mit

{u,v} € Ey & {f(u),f(v)} € Es.

Bsp: Anzahl der isomorphen Graphen mit n Knoten
@ n = 1: Nur ein Graphen mdglich.
@ n = 2: Zwei Graphen, mit einer und keiner Kante.
@ n = 3: Vier Graphen, mit Kantenzahl 0, 1,2, 3.

Anzahl der Isomorphieklassen fir Graphen bis n =9

n 112|345 6 7 8 9
Anzahl Graphen | 1 |2 |4 | 11 | 34 | 156 | 1044 | 12344 | 308168
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Spezielle Graphen

volistandiger Graph Kj:

@ K, enthélt n vollstandig miteinander verbundene Knoten.
Pfad P,:

@ P, enthélt n Knoten vy,..., v,.

° E = {{V17 V2}7 {V27 V3}7 sy {Vn—1, Vn}}
Kreisgraph Cp:

@ C, enthalt nKnoten v4,..., v,

o E = {{V17 V2}7 {V27 V3}7 sty {Vn—1, Vn}a {VI'h V1 }}
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Spezielle Graphen

Gittergraph M, m:
@ M, m enthélt n Zeilen mit jeweils m Knoten.
@ Die Knoten jeder Zeile sind als Pfad verbunden.
@ Die Knoten jeder Spalte sind ebenfalls als Pfad verbunden.

d-dimensionaler Hyperwiirfel Qp:
e V=1{0,1}¢
@ E = {{u,v} € V2| u, v unterscheiden sich in einer Stelle.}
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