Relationen und DAGs, starker Zusammenhang
Anmerkung:
@ SeiD=(V,E).Dannist AC V x V eine Relation auf V.
@ Sei andererseits R C S x S eine Relation auf S.
@ Dann definiert D = (S, R) einen DAG.
@ D.h. DAGs sind Darstellungen von Relationen.

Definition starker und schwacher Zusammenhang

Sei D = (V, E) ein DAG. Der ungerichtete G = (V, E’) mit
E' = {{u,v} € V?| (u,v) € E oder (v,u) € E} heiBt
zugrundeliegender Graph von D.

@ D ist stark zusammenhéngend, falls fur alle u, v € V ein u-v Pfad
in D existiert.

@ D ist schwach zusammenhéngend, falls der zugrundeliegende
Graph G von D zusammenhéangend ist.

v
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Starker Zusammenhang algorithmisch

Zwei Algorithmen zum Testen von starkem Zusammenhang:

Fihre TIEFENSUCHE flr alle Startknoten s € V durch.

Falls stets alle Knoten erreicht werden, dann ist G stark
zusammenhangend.

Laufzeit dieses Algorithmus: O(| V| - (| V| + | E|)).

Verbesserter Algorithmus: Verwendung von Ruckwértsgraph D.
Digraph D = (V, E) besitzt E = {(u,v) € V? | (v,u) € E}.

Man kann zeigen, dass eine Anwendung von Tiefensuche auf D
und auf D gentigt. (Beweis ist nicht-trivial)

Fuhrt zu einem Algorithmus mit Laufzeit O(|V| + |E|).
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Berechnung der transitiven Hulle

Algorithmus SIMPLE-TRANSITIV
EINGABE: Relation R C S x S in Adjazenzmatrix-Darstellung
@ While (3x, y, z mit (x,y), (v,z) € Rund (x,z) ¢ R)
Q@ R—RU{(x,2)}
AUSGABE: Transitive Hillle Rt = R

@ Korrektheit: Solange transitive Beziehungen fehlen, werden
diese zur Relation R hinzugeflgt.

@ Laufzeit: Die Menge R* enthélt héchstens |S|? Tupel aus S x S.

@ In jeder Iteration wird ein Tupel (x, z) hinzugeflgt.

@ D.h. die Schleife durchlauft maximal O(|S|?) Iterationen.

@ Pro lteration: Priife flr alle x, y, z € S, ob fiir die Eintrage in der
Adjazenzmatrix (x,y) = (y,z) = 1 und (x, z) = 0 gilt.

@ Die Anzahl aller méglichen x, y, z € Sist O(|S[?).

@ Damit ist die Gesamtlaufzeit von SIMPLE-TRANSITIV O(|S]?).
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Mit Dynamischer Programmierung

@ Sei D = (V, E). Die transitive Hille D™ = (V, E™) besitzt die
Kantenmenge E* = {(u,v) € V?| 3 u-v Pfadin D.}.

Definition Wege mit eingeschrankten inneren Knoten
Sei D = ([n], E) Wir definieren fir k, u, v € [n]

1 3Ju-v Pfad in D mit inneren Knoten aus [K]
Widu, v = 0 sonst

@ Fir k = 0gilt {(u,v) € V2 | Wy[u,v] =1} = E.
@ Fir k = ngilt {(u,v) € V2| Wplu,v] =1} = ET.
@ Berechnen W|u, v] rekursiv aus Wj_1. Wy[u, v] =1, falls

» Es gibt einen u-v Pfad mit inneren Knoten aus [k — 1].
» Es gibt einen u-k Pfad und k-v Pfad mit inneren Knoten aus [k — 1].

@ D.h. Wk[U, V] = max{ Wi _1 [U, V], Wi_4 [U, k] - Wh_1 [k, V]}
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Algorithmus von Warschall

Algorithmus WARSCHALL
EINGABE: D = ([n], E) in Adjazenzmatrix-Darstellung
©Q Firalleu,veV
Q If(u,v) € E then W[u,v] — 1 else W]u, v] — 0;
Q Fork—1ton

Q@ Firalleu,veV
o W[U, V] = max{ W[U, V]7 W[U, k] . W[k7 V]}

AUSGABE: Dt = (V,ET) mit ET = {(u,Vv) | W[u,v] =1}
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Transitive Hulle in kubischer Laufzeit

Satz Transitive Hille

Sei D = (V, E). Dann berechnet WARSCHALL die transitive Hulle
Dt = (V,E™) in Zeit O(|V[3) und mit Speicherbedarf O(|V/?).

Korrektheit:
@ Wissen Wlu, v] = max{ Wi_1[u, v], Wi_1[u, k] - Wk_1[k, v]}.
@ WARSCHALL verwendet nur ein zweidimensionales Array fur W.
@ D.h. die benétigten Zwischenwerte Wy _1[u, k] bzw. Wj_1 [k, v]
werden durch W [u, k] bzw. W[k, v] Uberschrieben.
@ Zeigen: Wy_1[u, k] =1 gdw Wi[u, k] = 1. (analog fur Wx_1[k, v])
» "=": Jeder u-k Pfad mit inneren Knoten aus [k — 1] ist auch ein u-k
Pfad mit inneren Knoten aus [k].
» "<":Seip=(u,w,...,Vv,Kk) ein u-k Pfad. Aufgrund der
Pfadeigenschaft sind die inneren Knoten vy, ..., v, aus [k — 1].

Laufzeit und Speicherplatz
@ Laufzeit Schritt 1: O(|V/|?), Schritt 2: O(|V|?).
@ Speicherbedarf fiir Array W: O(|V/|?).
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Wurzelbaume

Definition Wurzelbaum

Sei T = (V, E) ein Baum und v € V. Wir definieren den in v
gewurzelten Baum T, wie folgt.

@ v heit Wurzel des Baums.

@ Alle zu v adjazenten Knoten u heiBBen Kinder des Vater-/bzw.
Elternknotens v.

© Kinder mit gleichem Elternknoten heiBen Geschwister.

© Sei uein Kind von v. Dann ist u Wurzel eines Teil-Baums, dessen
Kinder die Elemente der Menge I'(u) \ {v} sind.

@ Sei u ein Knoten mit u-v Pfad der Lange k. Dann gilt Tiefe[u] = k.
© Die Héhe des Baums T, ist h(T,) = maxye y{Tiefe[u]}.
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Binarbaume

Definition Binarbaum
Sei T, = (V, E) ein in v gewurzelter Baum.

@ T, heiBBt Bindrbaum, falls jeder Knoten héchstens zwei Kinder
besitzt.

@ Ein Bindrbaum heif3t vollstdndig, falls jedes Nicht-Blatt genau zwei
Kinder besitzt und alle Blatter gleiche Tiefe haben.

v

Bemerkungen:

@ Vollstandige Binarbaume kdénnen als Array realisiert werden.
@ Dabei erhalten Knoten in Tiefe t Indizes 2¢,...,2t+1 — 1.

@ Die Kinder eines Nicht-Blatts / besitzen Indizes 2/ und 2/ + 1.
@ Der Vaterknoten eines Knotens i ist Léj.

@ \ollstdndige Bdume mit n Knoten besitzen H6he ©(log n).
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Binare Suchbaume

Definition Binarer Suchbaum

Sei T, = (V, E) ein Bindrbaum mit V C Z. T, heiBt Suchbaum, falls ftr
alle u e V gilt

@ Fur alle u; im linken Teilbaum von u gilt u; < w.
@ Fdr alle u, im rechten Teilbaum von u gilt u, > u.
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Suche in Binarbaumen

Algorithmus SUCHE-ELEMENT
EINGABE: Suchbaum T, = (V,E), u

@ While (w # u und w ist kein Blatt)

@ If (u < w)then w « linkes Blatt von w.
@ Else w — rechtes Kind von w.

AUSGABE: { Y gefunden falls w = u
U nicht gefunden , sonst

Laufzeit:
@ Die Laufzeit ist O(h(T,)).

@ Verschiedene Strategien, um h(T,) = O(log | V|) zu erzwingen:
héhen-/gewichtsbalancierte Baume, Rot-Schwarz-Baume, etc.
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Einfihrung in Algebra und Zahlentheorie

Definition Teiler, ggT, kgV, Primzahlen
Seien a,b € Z.
@ ateilt b, geschrieben a|b, falls ein k € Z existiert mit ak = b.
@ Falls adie Zahl b nicht teilt, schreiben wir a / b.
© Der gréBte gemeinsame Teiler von a und b ist
ggT(a, b) = maxgen{k|aund k|b}.
© Das kleinste gemeinsame Vielfache von a und b ist
kgV(a, b) = minken{alk und blk}.
@ a > 1 heiBt Primzabhl, falls die einzigen Teiler k € N von a die
Zahlen 1 und a sind.

Q a, b heiBen teilerfremd, falls ggT(a, b) = 1.
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Modulare Arithmetik

Definition Modulare Arithmetik

Seien a, b € Z und m € N. Wir nennen a und b kongruent modulo m,
falls mjla — b. Wir schreiben a = b mod m oder auch a = b mod m.

Satz Aquivalenzklassen der modularen Arithmetik

Sei me N. R={(a,b) € Z? | a= bmod m} ist eine Aquivalenzrelation
auf Z.

v

Beweis:
@ Reflexivitat: a = a mod m, denn m|(a — a).
@ Symmetrie: a= bmod m,d.h. a— b= kmflrein k € Z.
@ Damit gilt b — a = (—k)m bzw. b = amod m.
@ Transitivitat: Seien a = b mod mund b = ¢ mod m.
@ Damit gilt a— b= kymund b — ¢ = kom. Es folgt
a—c=(a—b)+ (b—c)= (ki + k:)mund daher a = ¢ mod m.
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Form der Aquivalenzklassen

Anmerkung:
@ Esgita=a+tm=a+2m=... = a+ kmmod mflr alle k € Z.
@ Wirschreibenauch {x € Z | x=a+ mk,k € Z} = a+ mZ.
@ Es gibt m verschiedene Aquivalenzklassen modulo m:
O+ mzZA1+mzZ,...,(m—1)+ mZ.
@ Seia= [Z|m+rmitr e Zp. Esgilt r = amod m.
@ Wir reprasentieren a + mZ durch eindeutiges r € Zp,.

Anwendung: modularer Arithmetik

@ Pseudozufallszahlen mittels Linearem Kongruenzgenerator.
@ Beginne mit zufélligem Startwert xg € Zp,.

@ Berechne iterativ fir festes a,b € Z, : x; = ax;_1 + b mod m.
@ X, Xo, X3, ... definieren eine Pseudozufallsfolge.
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