Erweiterter Euklidischer Algorithmus

Algorithmus ERWEITERTER EUKLIDISCHER ALG. (EEA)
EINGABE: a,b € N

@ If (b=0) thenreturn (a,1,0);

Q (d,x,y) «— EEA(b,amod b);

Q (d,x.y) = (dy.x—1§ly);
AUSGABE: d = ggT(a,b) = xa+ yb

Korrektheit:
@ Schritt 1: Fir b=0gilt d = a = ggT(a,0) = 1a+ 0b.

@ Schritt 2: d = ggT(a, b) = ggT(b, @ mod b) folgt aus dem ggT-Satz.
@ Schritt 3: FUr die Koeffizienten gilt

d = ggT(b,amod b) = xb + y(a— |Z]b) = ya+ (x — [2]y)b.
@ D.h. (x,y) < (v, x — [£]y) erhdlt die Invariante d = xa + yb.
Laufzeit:
e O(log?(max{a, b})) analog zu EUKLID(a, b)
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Beispiel ggT(15,11)

Tabellarische Schreibweise:

alb |3 x]|y
1511 1 | 3 |-4
11 4|2 |13
4031 [ 1]-
3013 |01
110] - ]1]0

Schreibweise als Gleichungen:

15-1.11 = 4 1 = 114+315-1-11)=3-15-4-11
11-2.4 = 3 1 = 4-1(11-2.4)=—11+3-4
4-1.3 = f 1 = 4-1.3

3-3-1 =0
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Abelsche Gruppen

Definition Abelsche Gruppe

Eine abelsche Gruppe ist ein Tupel (G, o) bestehend aus einer Menge
G und einer VerknUpfung o mit den folgenden Eigenschaften

@ Abgeschlossenheit:o: Gx G — G, (a,b) — aob

@ Kommutativitat: acb = bo afliralle a,bec G

© Assoziativitat: (aob)oc=ao (boc)firalle a,b,ce G
© Neutrales Element: 3lec G: aoe = aflralleac G

@ Inverses Element: Schreibweisen

multiplikativ: Vac G3la' € Gmitaca ' =e
additiv: Vae G3l(—a) e Gmitao(—a)=e

Wir schreiben auch abkirzend G statt (G, o), wenn o bekannt ist.

Falls nicht anders bezeichnet, so schreiben wir G multiplikativ mit der
Verknipfung o = -.
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Beispiele fur Gruppen

Bsp: Unendliche Gruppen
@ (Z,+) ist eine additive Gruppe
@ Addition ganzer Zahlen liefert eine ganze Zahl.
Q@ at+b=b+afiralleabecz
Q (a+b)+c=a+(b+c)furallea,b,ceZ
© Neutrales Element ist 0 € Z.
© Inversesvonac Zist(—a) € Z,denn a+ (—a) =0.
@ (Q\ {0},-) ist eine multiplikative Gruppe
@ Produkt von Null verschiedener rationaler Zahlen ist nicht Null.
Q Kommutativitat: 2. & =2 = <. 2fir 2, S € Q.
© Assoziativitat g|lt analog in Q
© Neutrales Elementist 1 € Q \ {0}.
© Inversesvon 2 € Q\ {0} ist 2 € Q) {0}.
@ (Z,-) ist keine Gruppe, denn 2 besitzt kein Inverses.

@ (N, +) ist keine Gruppe, denn 1 besitzt kein Inverses.

Wir betrachten nun Gruppen G mit endlicher Kardinalitat |G].
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Die additive Gruppe (Zm, +)

Satz (Zny, +) ist eine Gruppe

Sei m € N. Dann ist Z,;; zusammen mit der Addition modulo m
+:Zm X ZLm — Zm, (& b) — a+ bmodm

eine additive Gruppe.

Beweis:
@ Seia+b=gm+rmitr € Zy.Danngilta+b=rinZpn.
@ Folgt aus Kommutativitat der Addition in Z.
© Folgt aus Assoziativitat der Addition in Z.
© Neutrales Element ist 0 € Z,, denn a+ 0 = amod m.
© Inverses von aist

0 sonst.

(—a):{ m-—a fira#0
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Definition Z,

Definition Eulersche ¢-Funktion

Sei n € N. Wir definieren Zj, .= {a € Z, | ggT(a, n) = 1}. Die Eulersche
phi-Funktion bezeichnet die Kardinalitét von Zj, d.h. ¢(n) = |Z}|.

Bsp:
@ Sei p prim. Dann gilt Z; = Zp \ {0} und ¢(p) =
@ Sei n= pq mit p, g prim. Dann gilt
Zp :Zn\{o pazpa---v(q_ 1)P,q,2qa(P— 1)q}
@ Damitfolgt ¢(n) = |Z| =n—-1—-(q—1)—(p—1)=(p—1)(g—1).
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Die multiplikative Gruppe Z}

Satz (Z;, -) ist eine Gruppe
Sei n € N. Dann ist Z;, zusammen mit der Multiplikation modulo n
<1 Ly x Ly, — Ly, (a,b) — a- bmod n

eine multiplikative Gruppe.

Beweis:
@ Abschluss: Seien a, b € Z, d.h. ggT(a, n) = ggT(b,n) = 1.
@ Aus Satz zur Teilerfremdheit folgt damit ggT(ab, n) = 1.
@ ggT(ab,n) = ggT(abmod n,n) =1, d.h. (abmod n) € Zj,

@ Kommutativitat und Assoziativitat folgen aus der Kommutativitat
und Assoziativitat der Multiplikation Uber Z.

@ 1 € Zj ist neutrales Element, denn 1 - a= amod n fur alle a € Z},.
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Berechnung von Inversen in Z;,

Fortsetzung Beweis: Inverse in Zj
@ Lemma von Bézout: 3x,y € Z mit 1 = ggT(a, n) = ax + ny.
@ OBdA gilt x € Zp, denn 1 = a(x + kn) + n(y — ak) fur alle k € Z.
@ Esgiltax=1—-ny=1modn,d.h.x =a"' € Z,.
@ Ferner gilt x € Z}, da xa+ ny = 1 = ggT(x, n) nach Lemma von

Bézout.
Korollar Berechnung von Inversen
Sei a € Z%. Dann kann a~' € Z in Zeit O(log? n) berechnet werden. J

@ Berechne mit EEA Zahlen x, y € Z mit ggT(a, n) = ax + ny.
@ Setze a ' = x mod n.
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Eine nicht-abelsche Gruppe

Satz Die symmetrische Gruppe

Sei G, die Menge aller Permutation auf [n]. Dann ist (G, o) mit

7 on’ = w(n’) als Hintereinanderausfiihrung von Permutationen eine
nicht-abelsche Gruppe.

Beweis:

@ Abgeschlossenheit: w(7) ist eine Permutation.
@ Nicht-kommutativ, d.h. nicht-abelsch:

1 2 3 1 2 3 ” 1 2 3 . 1 2 3
2 31)°\3 2 1 3 2 1 2 3 1
© Assoziativitat:
mo(r'on”)=mo (' (7)) = n(«x'(7")) = n(x")orn” = (ror')on".

© Neutrales Element ist die Identitét 7y = < 1 2 Z >

O v= () iy T aly ) = (T TR T
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Losbarkeit von linearen Gleichungen

Satz Eindeutige Lésung

Seine Nund a € Z mit ggT(a, n) = 1. Dann besitzt die Gleichung
az = b fir jedes b € Z, genau eine Lésung z € Zj,.

Beweis:
@ Existenz: EEA liefert x,y € Z mit ax + ny = 1.
@ Danngilt a=' = x mod n und damit z = a'b mod n.
@ Eindeutigkeit: Seien z und z’ Losungen.
@ Dann gilt az — b = az’ — bmod nbzw. a(z — z’) = 0 mod n.
@ Wegen ggT(a, n) = 1 folgt n|(z — Z2') und damit z = Z’ mod n.
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