Die inverse Diskrete Fourier Transformation

@ Konvertierung von der Point-value Form in Koeffizientenform.
@ Dazu stellen wir die DFT als Matrix-Vektor Produkt dar
1 1 1
1 Wn w% ... wg_1 Qo Yo
1 w% wﬁ e w,z;(nq) & — 4
1. w?,._1 wﬁ(h_n wﬁ,"_1.)("—1) an-1 Yn—1

D.h. die Vandermonde-Matrix besitzt Eintrage v;; = w fir i,j € Zn.

Man beachte, dass V = V. D.h. v; = v; fir alle i, .

V ist invertierbar (s. Ubung). Damit ist die inverse DFT
a=DFT,'(y,w) = Vy.
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Summationslemma

Lemma Summationslemma
Fir alle n,i € N mit nt i gilt > p—3(wh)< = 0. J

Beweis:

n—1 in nyi i
Z(wz)k:(wn.) —1 _(wn) —1 _ 1 —1 -0

wp— 1 n wh —1 _w};—1_
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Berechnung der inversen DFT

Lemma Invertieren von V

-1 / i /7 1 —if
Sei V7' = (v,-’j)1§,-,j§n. Dann gilt Vii=1 W

Beweis:

@ Wir zeigen, dass V- V-1 = ,, d.h. die (n x n)-Einheitsmatrix.
@ Wir betrachten dazu den (i,j)- Eintrag von V- V=1furijeZ,

k. 1., —kj n—1 k(i)
kow n k=0%n

e Fall 1: i = j. Dann ist wf( ™) = 1 und die Summation liefert 1.
@ Fall 2: / # j. Es qilt |/ — j| < nund damit nJ((i— J)-
@ Summationslemma liefert in diesem Fall 3-7-1 (w{ )k = 0.

Korollar Berechnung der inversen DFT

Fir die inverse DFT gilt DFT, " (y,w) = L - DFT,(y,w™ ).
D.h. DFT,, und DFT}, " lassen sich beide in Zeit O(nlog n) berechnen.
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Multiplizieren von Polynomen

Satz FFT Polynom-Multiplikation

Seien a, b € R[x] vom Grad kleiner n. Dann I&sst sich ab € R[x] in Zeit
O(nlog n) berechnen.

Beweis:

@ Seiena=(ag,...,an_1), b= (bo,...,by_1) Koeffizientenformen.
@ Berechne in Zeit O(nlog n) die Point-value Formen

> (a(w3,), - - -, a(wa' ")) = DFT2n((0, - - -, @n-1,0,...,0),w) und
> (b(w3,); - - -, b(win ")) = DFT25((bo, - -, bn—1,0,...,0),w)
@ Multipliziere in Zeit O(n) punktweise

(a(ws,) - b(w3,), - - -, aw2r=") - b(war=")) =: (c(w3,), -, c(wWdT ).
@ Berechne in Zeit O(nlog n) die inverse DFT als
% : DFTZH(C(wgn)a R C(ng_1 )7 w_1) = (007 -y Con—1q )
.., Con_1) ist die Koeffizientenform von ab.
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Korper und Ring

Definition Kérper und Ring
Sei K eine Menge. Das Tupel (K, +, -) ist ein Kérper falls

@ (K, +) ist eine additive abelsche Gruppe mit neutralem Element 0.
@ (K )\ {0},) ist eine multiplikative abelsche Gruppe.

© Distributivitat: a- (b+c) =a-b+a-cfiralle a,b,c € K.

Wir bezeichnen (K, +, -) als Ring, falls unter Punkt 2 nicht die Existenz
von multiplikativen Inversen gefordert wird.

Notation: Wir schreiben abkurzend K statt (K, +, -).

Beispiele:
@ @, R und C sind Korper.
@ 7 ist kein Kérper, aber ein Ring.
@ Q[x],R[x], C[x], Z[x] sind ebenfalls Ringe.
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Endlicher Korper

Satz Primkérper

Sei p prim. Dann ist (Zp, +, -) ein Kérper mit p Elementen. Wir
bezeichnen diesen Korper als Primkérper IFp.

Beweis:

Q (Zp, +) ist eine additive abelsche Gruppe.

Q (Zp\{0},-) = (Z;, -) ist eine multiplikative Gruppe.
© Die Distributivitat folgt aus der Distributivitat Gber Z.
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Nullteilerfreiheit in Kbrpern

Lemma Multiplikation mit Null
Sei K ein Kérper. Dann gilt fir alle a€ K,dassa-0=0-a=0. J

Beweis:
@ Esgilta-0=a-(0+0)=a-0+a-0.
@ Subtraktion von a - 0 auf beiden Seiten liefert a- 0 = 0.
@ 0. a= 0 folgt aus der Kommutativitat.

Sei K ein Kérper. Dann gilt fir alle a,b € K, dass ab=0gdw a=20

Satz Nullteilerfreiheit
oder b =0. J

Beweis:
@ «: Folgt aus obigem Lemma.
@ =: Sei ab=0und a # 0. Dann gilt
b=1-b=a'-a-b=a'-0=0.
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Polynome Uber Korpern

Definition Polynome tber Kérpern

Sei K ein Kérper. Dann bezeichnen wir ein Polynom a(x) € K[x] mit
Koeffizienten aus K als Polynom tiber K.

Anmerkungen:
@ Arithmetik +, —, -, eval ist fur a(x) € K[x] kanonisch definiert.
@ Erinnerung: Fir a, b € Q[x] mit b # 0 gibt es g, r € Q[x] mit
a=q-b+r undgrad(r) < grad(b).
@ Gilt analog, falls Q durch einen anderen Kérper K ersetzt wird.
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Fundamentalsatz der Algebra

Satz Fundamentalsatz der Algebra

Sei K ein Korper. Sei p(x) € K[x] mit grad(p) = n > 0. Dann besitzt
p(x) héchstens n Nullstellen.

Beweis: per Induktion Gber n.
@ IV fur n = 0: Es gilt p(x) # 0, d.h. p(x) besitzt keine Nullstelle.
ISfarn—1—n.
Fall 1: p(x) besitzt keine Nullstelle und damit héchstens n.
Fall 2: Sei p(x) vom Grad n > 1 mit Nullstelle xg.
Euklidische Division liefert g, r mit
p=q-(x—Xp)+rmitgrad(r) < 1.
@ Wir werten p(x) an der Nullstelle xo aus
0 = p(Xo) = q(X0) - (Xo — Xo) + r(Xo) = r(Xo).
Damit folgt r(x) = 0 und p(x) = q(x) - (x — Xp) mit grad(q) = n—1.
Nach |IA besitzt g héchstens n — 1 Nullstellen.
Damit besitzt p héchstens n Nullstellen.
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Ordnungen und Teilbarkeit

Ziel: Wir wollen zeigen, dass (K™, ) fur jeden Kérper K zyklisch ist.

Lemma Teilbarkeit der Ordnung

Sei G eine abelsche (multiplikative) Gruppe. Dann gilt fir alle a € G
und k € N, dass & = 1 gdw ord(a)|k.

Beweis:
@ «: Sei k = ord(a)q fir ein g € N. Dann ist & = (g>42))9 = 1,
@ =:Falls & = 1, dann gilt k > ord(a).
@ Euklidische Division: g, r mit k = q - ord(a) + r und r < ord(a).
@ Esgilt1 =g = g9+ = 19. 3" = & mit r < ord(a).
(Widerspruch zur Minimalitat von ord(a))
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Multiplikativitdt der Ordnung

Lemma Multiplikativitat der Ordnung

Sei G eine abelsche Gruppe. Seien a, b in G mit
ggT(ord(a),ord(b)) = 1. Dann gilt ord(ab) = ord(a) - ord(b).

Beweis:

@ Es gilt ord(ab)|ord(a) - ord(b) wegen
(ab)ord(a) ord(b) _ (aord(a))ord(b) (bord(b))ord(a) —1.

@ Ann:ord(ab) - k = ord(a) - ord(b) mit k > 1.
@ OBdA k' = ggT(ord(a), k) > 1 mit k’|k. Dann gilt
1 _ (ab) ord(a,)((/)rd( ) _ aord(a)ord (b d(b))ord(a) aord(a}z?rd(b)

o D.h. ord(a)| 24@rdb) ynd ggT(ord(a), ord(b)) = 1.
@ Damit folgt ord(a )|°’d( ) (Widerspruch wegen k' > 1)
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Elementordnung teilt maximale Ordnung

Lemma Ordnung teilt maximale Ordnung

Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Sei a € G mit maximaler
Ordnung. Dann gilt fur alle b € G, dass ord(b)|ord(a).

Beweis:
@ Annahme: ord(b) { ord(a)
@ D.h. es existiert eine Primzahlpotenz p’ mit
P! | ord(b) und p’ | ord(a) aber p'* { ord(a).

. ord(b)
@ Wir definieren @ = a” und b/ = bP ' .

® Damit gilt ord(a') = %42 und ord(b') = p™*".
@ Wegen p tord(&d) folgt ggT(ord(&d'), ord(b')) = 1.

@ Lemma zur Multiplikativitat: ord(a'b’) = ord(a) - p > ord(a).
(Widerspruch zur Maximalitat von ord(a))
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K* ist zyklisch

Satz K* ist zyklisch

Sei K ein endlicher Kérper. Dann ist die multiplikative Gruppe
(K*,-) = (K '\ {0}, -) zyklisch.

@ Sei a € K* ein Element maximaler Ordnung.

@ Die Elementordnung teilt die Gruppenordnung, d.h. ord(a)||K*|.
@ Wir betrachten das Polynom p(x) = x°4(@ — 1,

@ Fur alle b € K* gilt ord(b) | ord(a).

@ Damitist p(b) = b°4a) — 1 =0, d.h. jedes b ist eine Nullstelle.
@ D.h. p(x) besitzt mindestens |K*| viele Nullstellen.

@ Fundamentalsatz: Jedes Polynom vom Grad ord(a) besitzt
héchstens ord(a) viele Nullstellen tGber einem Kérper K.

@ Esfolgt |[K*| < ord(a). Mit ord(a) | |K*| gilt daher ord(a) = |K*|.
@ D.h. das Element a ist ein Generator fir K*.
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