Nicht-Anwendbarkeit des Master- Theorems

Beispiel:
@ Betrachten die Rekursionsgleichung T(n) = 2T(3) + nlog n.
@ Es gilt sicherlich f(n) = Q(n'°%2) = Q(n), aber nicht
f(n) = Q(n'°9 a+<),
@ Man beachte, dass L,’,’) = logn = o(n°) fir jedes € > 0.
@ Damit ist Fall 3 nicht anwendbar.

@ Falle 1 und 2 sind nicht anwendbar, da f(n) = w(n).

@ D.h. es existieren Licken zwischen den Fallen 1 und 2 bzw.
zwischen den Fallen 2 und 3.
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Beweis des Master-Theorems

Wir treffen die vereinfachte Annahme n = b'.
Lemma lterieren der Rekursionsgleichung
Sei T(n) = aT () + f(n) und T(1) = ©(1). Dann gilt

T(n) = ©(/o%a) 4 y°\°% " af().

Beweis:
aT (g)+f(n) = a(aT(g&)+f(})) +f(n)=2aT(F)+ af(§)+f(n)
= a&T(f)+af(&)+af(g) +f(n)

_ oan T(B'%n)_i_zlogbn 1a/f(bﬂi)
%)

+ %" A (L)

= O(n%
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Interpretation des Master-Theorems

@ Wir betrachten den Rekursionsbaum von T(n)
@ Die Wurzel besitzt Kosten f(n) und a Kinder mit Kosten f (7).

@ Jedes dieser Kinder besitzt a Kinder mit Kosten f (b—”2>

@ D.h. in Tiefe 2 sind &® Kinder mit Kosten insgesamt a*f (Fnz)

@ In Tiefe i sind damit allgemein &' Kinder mit Kosten a'f (ﬁ) .

@ In den inneren Knoten entstehen Kosten beim Aufsplitten in
Subprobleme und beim Zusammensetzen der Lésungen.

@ Es existieren nl°9 2 Blatter in Tiefe i = log,, n.

@ Die Kosten der Blatter sind Kosten zum Lésen der Subprobleme.

Master-Theorem: Gesamtkosten werden je nach Fall dominiert von

© Kosten in den Blattern: O(n'°9% )
@ gleichverteilt iber alle Ebenen: ©(n'°%2) . log, n = ©(n'°% 2 log n)
© Kosten in der Wurzel: o(f(n))
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Beschranken der Summe

Lemma Summation im Master-Theorem

Sei g(n) = Yr% " 4if (ﬁ) Dann gilt
Q Fall1f(n) = O(n°%3a <) ¢>0: g(n) =0O(n%2),
@ Fall 2 f(n) = ©(n'°%2) g(n) = ©(n'°9%2|og n).
Q Fall 3 af () < cf(n) fir ein ¢ < 1: g(n) = ©(f(n)).

Folgerung:
Mit vorigem Lemma folgern wir fir die Falle des Master-Theorems

@ Fall 1: T(n) = ©(n'°%2) 4+ g(n) = ©(n'°%2)

@ Fall 2: T(n) = ©(n'°%2) 4+ g(n) = ©(n'°%?log n)

@ Fall 3: T(n) = ©(n'°%2) 4 g(n) = (f(n))
wegen f(n) = Q(n'°% a+<),
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Beweis des Lemmas

Beweis:
@ Wir beweisen hier nur Fall 2 & 3, Fall 1 ist Ubungsaufgabe.

e Fall 2: Es gilt g(n) = © (z',"jg " ()% a) mit

Zl,-cfé’n_1 ai(Bn;)Iogba _ nlogbazliozgé;”—1 (B%bay — plogya. log,, n.
e Fall 3: g(n) > 30, &'f (bﬂ) — Q(f(n)).
e Aus af () < cf(n) folgt &'f (ﬁ) < c'f(n).

@ Hieraus folgt wiederum
g(n) < 0% eif(n) < () g ¢ = (n) - 115 = O(F()).
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Lineare Rekursionsgleichungen

Definition Lineare Rekursionsgleichung

Seien ay,...,ak41,Co,---,Ck_1 € Z. Die Gleichung

Xp = a1Xp_1+ ...+ aXn_k + a1, N > k mit den Anfangsbedingungen
x; = ¢; fur i € [k] heiB3t lineare Rekursionsgleichung k-ter Ordnung. Wir
bezeichnen die Rekursionsgleichung als homogen falls ax. 1 = 0.

Beispiel:
@ Sei Xp, = axp_1 firn > 1 und xp = by.
@ lteration liefert x, = @&x,_» = ... = a"xy = a"by.

@ Anwendung: Verzinse 1000€ mit jahrlich 4%.
@ Nach n Jahren besitzt man x, = (1,04)x,_1€ mit x, = 1000€.
@ D.h. man besitzt x, = (1,04)" - 1000<.
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Inhomogene Rekursion 1. Ordnung

Satz Rekursion 1. Ordnung
Sei x, = axp,_1 + by und xp = by. Dann gilt

a'bg + by =1 falls a# 1
Xn =
bo + bin sonst.

Beweis:

@ Mit lterationsmethode erhalten wir
Xn = @aXp_1+ by =a(ax,_a+ by) + by = @xp_2 + by(1+ a)
= &x,3+b(1+a+a

= a’by + by Z,n;(; a
a1 fira#1

n sonst.

@ Esgilt > ,a = { a
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Formale Potenzreihen und Erzeugende Funktion

Rekursionsgleichungen beschreiben Folgen (xi)n>0 = Xo, X1, X2, . . .

Definition Potenzreihe und Erzeugende Funktion

Sei (an)n>o eine Folge. Wir bezeichnen A(x) = >_ - anx" als formale
Potenzreihe bzw. als Erzeugende Funktion der Folge.

Den Koeffizienten a, von x" in A(x) bezeichnen wir mit [x"]A(x).
Wir definieren a, = 0 fir n < 0.

Anmerkung:
@ Ziel: Wir suchen eine geschlossene Darstellungen fur
» A(x) als Funktion von x und
» ap als Funktion von n.

@ Mit geschlossenen Darstellungen lasst sich einfach rechnen.
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Arithmetik auf Potenzreihen

Linearkombinationen von Potenzreihen:
@ Seien (an)n>0, (bn)n>o0 Folgen und c, d Konstanten.
@ Wir definieren (¢n)n>0 vermoge
Cn = cap + dby, flr alle n > 0.
@ Es gilt fir die Erzeugende Funktion

C(x) = > pso(can+ dby)x"
= Cano anx"+d ano bnx™ = cA(x) + dB(x).
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Multiplikation von Potenzreihen

Multiplikation von Potenzreihen:
@ Seien A(x), B(x) erzeugende Funktionen. Dann gilt

Alx)- Bl = (Z”ZO a,,x”) ’ <Zn20 an”)
2 n>0 (2220 akbn_k> x".

@ Dies entspricht der Folge (¢n)n>0 Mit ¢h = >_k_o @kbn—k-
@ (cn)n>0 heiBt Faltung oder Konvolution von (an),>0 und (bn)n>o0-

Spezialfalle der Multiplikation:
@ Sei B(x) = x™. Erhalten ¢, = an—m, d.h. ¢ = a9, Cme1 = a1, - ..
@ Liefert eine Verschiebung der Folge (an),>0 um m nach rechts.
@ Dabei fiillen wir die Folge von links mit Nullen auf.
@ Mit B(x) =" ,50 X" gilt cn = Y_k_, ak. (Kumulative Summe)
o Dies liefert die Summe der ersten n Folgenglieder von (an)n>o.
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Die geometrische Reihe

Definition Geometrische Reihe

Die erzeugende Funktion der Einserfolge 1,1,1,

.. hei3t geometrische
Reihe G(x) = 3" 50 X"

Anmerkung: Zusammenhang zur endlichen geometrischen Reihe.

@ Wir subtrahieren von der Einserfolge die um m nach rechts
verschobene Einserfolge

G(x) = x"G(x) = Y ps0X"— X0 xnm
ano X" Zn>m X" = Z

° Entspricht der Folge 1,1,...,1,0,0,... mit genau m Elnsen
o> x” ist die endliche geometnsche Reihe mit m Elementen.
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Einfache Operationen auf Potenzreihen

Operationen auf Potenzreihen:

@ Verschieben nach links: ag, as, az, ... — am, @mv1, @miz, - - -

@ Realisierung als formale Potenzreihe

A(x)—ao—a1x—..‘—am_1x’"_1 _ n—-m __ n
XM - Zan anX - ano anymX".

@ Alternieren: ay, a1,a»,83,...— ag,—ay,8,—as, ...
@ Realisierung als formale Potenzreihe
A(=X) =3 pso @n(—X)" = > ps0(—1)"anx".
@ Index-Koeffizienten: ag, a, a», as, ... — ay,2a,,3as,4ay, ...
@ Realisierung als formale Potenzreihe

GAX) =Y st Nanx"1 =32 oo(n+1)ans1x".
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