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Aufgabe 1: Quadratwurzeln modulo p

Eine erste Moglichkeit, um n zu wéhlen, ist n = 2 mod 9941. Die Werte o und s ergeben
sich zu p — 1 = 9940 = 2% - s = 22 - 2485 und somit a = 2 und s = 2485. Nun kann man
b und r ermitteln:

b = n’modp =141 mod 9941
r o= o't mod p = 3333 mod p = 382

Jetzt bleibt die Berechunung von jo, so dass = /°r eine Losung der Gleichung
2® = 4792 mod 9941

ist. Hierfiir berechnen wir

@

2\ r?
k= (—> = (—> = 1 mod 9941
a a

und damit ist jo = 0. Die beiden Lésungen der Gleichug sind somit

x = £3333 mod 9941

Aufgabe 2: Quadratwurzeln modulo n

1. Die beiden Primzahlen kann man noch einfach (zum Bsp. mit Probedivision) finden.
Es gilt
n = 137238091 = 9241 - 14851

2. Man bestimmt zuerst mit dem Verfahren aus Aufgabe 1 die zwei Quadratwurzeln
modulo p = 9241 und dann die zwei Quadratwurzeln modulo ¢ = 14851. Fiir die
Losungen der Gleichung

z® = 113050492 mod n



ergibt sich somit

= =+5805 mod p
= 43719 mod gq.

Diese Losungen kéonnen nun mit dem CRT zusammengesetzt werden und es ergeben
sich folgende 4 Moglichkeiten fiir  mod n.

= 110435755 mod n
= 87654321 mod n
= 49583770 mod n
= 26802336 mod n.
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Aufgabe 3: Quadratwurzeln modulo p’

a
Gesucht ist eine Methode, um aus gegebenen a, p, ¢t wobei p € P\ {2} und (—) =1
p

gelten, ein = zu berechnen, so dass 22 = a mod p' gilt. Als Hinweis war gegeben, dass

man r = g + x1p + Top® + ... + 2_1p'"! in seiner p-adischen Darstellung betrachten
soll. Das Verfahren zum Berechenen von Quadratwurzeln modp (also ¢ = 1) ist bereits
bekannt.

Da bekannt ist, wie man xy findet, benétigt man nur einen Algorithmus, der aus

il = (zo+zip+ ...+ 1p"")? = amod p’

ein
~2 i+1
Ty, = amodp

berechnet. Man zeigt nun, dass es immer ein 0 < x; < p gibt, so dass

By, = (5 + 2')? = amod p

i+1
gilt. Offensichtlich gelten

(T; + a:ipi)2 = :i"ZQ + inxipi + (xipi)2 = g mod pi

TV
=0

und: ' 4 ' '
(T + 2p")? = 77 4+ 232:p" + (23p")* = a mod p'*?
=0

Dies lost man nach z; auf:




Der Bruch lisst sich in Z berechnen, da #? = a mod p* und somit p' | a — 7? gilt.

(22;)7* mod p'*! existiert, da sowohl ggT'(2,p"*!) = 1 (siehe Startbedingung) als auch
ggT(z;,p") =1 (siehe p-adische Entwicklung von Z;) gelten. Aus Z;,; = &; mod p; und

i7., =amod p't' = (77, mod p') = (a mod p')

folgt, dass die Behauptung stimmt. Der Algorithmus lautet:

Algorithm 1. Hensel'sche Hebung

INPUT: quadratischer Rest @ und Modulus p mitp € P\ {2}
OUTPUT: Z, so dass &2 = a mod p'

1. Berechne xg mit CC% =amod p
2. T+ o

3. fori=1 tot—1 do

4. t — (22)~! mod p
5. T — (“;?2) t mod p’
6. T T+ ap

7. return (I)

Die Uberlegungen zu diesem Algorithmus entsprechen in etwa dem Hensel’schen Lemma.




