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Organisatorisches

@ Vorlesung: Di 10-12 (2+2 SWS, 6 CP)
e Ubung: tba
@ Assistent: Robert Kiibler

o Ubungsbetrieb: jeweils abwechselnd alle 2 Wochen

» Prasenziibung, Start 19. April
» Zentrallbung, Start 26. April

e Ubungsaufgaben werden korrigiert.
@ Gruppenabgaben bis 3 Personen mdglich.

@ Miindliche Prifungen: Fr. 29.07.2016 (?)
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Ws-Funktion

Definition

Ein Wsraum besteht aus
@ Ergebnismenge Q mit Ereignissen E C Q,
@ Ereignismenge F C 29,
© Wsfunktion Pr : F — R.

Ein e € Q hei3t Elementarereignis.

Definition Wsfunktion

Far eine Wsfunktion Pr : F — R gilt:

@ 0 < Pr(E) < 1 fir alle Ereignisse E C Q.
Q Pr(Q)=1.

© Fur alle (abzahlbar un-)endlichen Sequenzen Ey, Es, . ..

paarweise disjunkter Ereignisse
Pr(Uis1 Ei) = >_is1 Pr(Ei).
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Eintreten von mindestens einem Ereignis

Lemma
FUr beliebige Ereignisse Eq, E; qilt:

PI’(E1 U Eg) = PF(E1) = PI’(EQ) = Pr(E1 N E2)

Beweisidee: Schreibe E; U E; = Ey U (Ex \ (E1 N Ep)).

Korollar 1 Union Bound
Far alle (abzahlbar un-)endlichen E;, E,, ... gilt

Pr(Ui>1 Ei) <> i1 Pr(Ei).

Korollar 2 Inklusion-Exklusion
Fur alle Ereignisse Eq, E», . . ., E, qilt

Pr(ULLs E1) = Xi1 Pr(E) =3, PrEIVE)+ Y < jk PHENENEK) -
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Unabhangigkeit und Bedingte Ws
Definition Unabhéangigkeit
Zwei Ereignisse Eq, E» sind unabhéngig gdw

Pr(Eq N Ep) = Pr(Eq) - Pr(Ey).
Allgemein: Eq, ..., Ex sind unabhédngig gdw fur alle I C [1, ..., k] gilt
Prlie Eil = I1ie/ Pr(Ei).

Definition Bedingte Ws
Die bedingte Ws, dass E eintritt, falls E4 eintritt, ist

Pr{Ez | £1] = P5gf falls Pr[Eq] > 0.

Anmerkung: Fir unabhangige E;, Es gilt
Pr(Ex | E1) = Pr(EyNEy) _ Pr(E)Pr(Ep) Pr(E»).

Pr(E;) Pr(E;)

Prob - Vorlesung 01 Elementare Ws-Theorie, Unabhangigkeit, Probabilistische Gleichheitstests 5/15



Polynomvergleich
Problem: Polynomvergleich.

o Uberpriife, ob (x + 1)(x +2)(x + 3) = x3 + 6x2 + 10x + 6.
@ Sei d der Grad der zu vergleichenden Polynome.

@ Deterministische Losung: Multipliziere linke Seite in O(d?) aus.

@ Algorithmus liefert stets die korrekte Lésung.

Notation: r €z A bedeutet, wir wahlen r € A uniform gleichverteilt, d.h.

Pr(r=a) = furalle ac A,

Algorithmus Probabilistischer Polynomvergleich PROBPOLY
EINGABE: F(x), G(x)
Q@ FORi=1tok
Q@ Wahler eg {1,...,100d}.
@ Falls F(r) # G(r) Ausgabe “verschieden”, EXIT.
Ausgabe “gleich”.

Laufzeit: O(kd) = O(d) fur konstantes k.
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Korrektheit
Satz

PrRoBPoLY liefert fir F(x) = G(x) stets die korrekte Antwort und fur
F(x) # G(x) die korrekte Antwort mit Ws > 1 — (3{5)¥.

Beweis:
@ Falls F(x) = G(x), so gilt auch F(r) = G(r) fur alle r.
@ Angenommen F(x) # G(x). Damit gilt P(x) = F(x) — G(x) # 0.
@ P(x) besitzt grad(P(x)) < d und damit héchstens d Nullstellen.
@ Ereignis E;: PROBPOLY liefert nicht “verschieden” in Iteration /.
Pr[E;] = Pr[r ist Nullstelle von P(x)] < 10%d 100 far alle /.
@ Definiere E = Ey n...N Ek. Aus der Unabhéangigkeit der E; folgt
Pr(E) =Pr(Esn...NEx) = H, 1 Pr(Ej) < (100)"
@ E bedeutet, dass letztlich Ausgabe “gleich” erfolgt. D.h.

Pr[Ausgabe “verschieden”|F(x) # G(x)] = Pr[E] > 1 — (70)"_
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Verbesserter Algorithmus

Idee: Hatten gerne paarweise verschiedene r; in Iteration i.

Algorithmus Probabilistischer Polynomvergleich PROBPOLY2
EINGABE: F(x), G(x)
@ FORi=1tok

Q@ Wahlerieg {1,...,100d} mitr; # rifirallej=1,..., k- 1.
@ Falls F(r) # G(r) Ausgabe “verschieden”, EXIT.

Ausgabe “gleich”.
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Analyse

Analyse der Irrtumsws.
@ Angenommen F(x) # G(x), d.h. P(x) = F(x) — G(x) # 0.
@ Die Ereignisse E;, dass P(r;) = 0, sind nun abhé&ngig. D.h.

Pr(E1 ﬂ...ﬂEk) = PI’(Ek | E, m...mEk,1)-Pr(E1 ﬁ...ﬂEk,1)=...
= PI’(E1)~PI’(E2 | E1)Pr(Ek | E; ﬂ...ﬂEk_1).
@ Ziehen der r; ohne Zuriicklegen liefert
d—(i—
Pr(Ej | Er NN Ej1) < 1o0ahy
@ Es folgt fur die Fehlerws
d—(j—1
Pr(E) = Pr(Ey N0 Ex) < TT%¢ 1osag -

@ Dies ist fiir k < d nur unwesentlich kleiner als (155)" zuvor.

@ Wir ziehen daher haufig eine vereinfachte Analyse vor.
@ D.h. wir verwenden oft unabhangig gleichverteilte r;.
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Matrixmultiplikation

Problem Matrixvergleich.

@ Gegeben seien Matrizen A,B,C € F,*". Uberpriife AB Zc.
@ Produkt Ab; kann fir b; € Fj in Zeit O(n?) berechnet werden.
@ Deterministisch: Multipliziere AB in Zeit O(n®) (bzw. O(n?37)) aus.

Algorithmus PROBMATRIX
EINGABE: A, B, C € F*"

Q Fori=1tok
@ Wahle r; eg {0,1}".
@ Falls A(Br) # Cr Ausgabe “verschieden”, EXIT.
Ausgabe “gleich”.

Laufzeit: O(kn?) = O(n?) fir k < n
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