Moment Erzeugendenfunktion
Definition Moment Erzeugendenfunktion

Die Moment Erzeugendenfunktion einer ZV X ist My(t) = E[e!X]

Anmerkungen:

@ Uns interessiert Mx(t) fur t in der Nahe von Null.

@ Annahme im Folgenden: Wir kbnnen die Operatoren fir
Erwartungswert und Ableitung vertauschen.

(korrekt fur alle von uns betrachteten Verteilungen)
@ Sei M)((”)(O) die n-te Ableitung von Mx(t) an der Stelle t = 0.

Satz My(t) beschreibt alle Momente von X
Fir alle n > 1 gilt E[X"] = M{"(0).

Beweis:

@ Vertauschen von Ableitung und E liefert M)((")(t) = E[X"eX].
o Damit folgt M{"(0) = E[X"].
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Moment Erzeugendenfunktion
Bsp: Geometrische ZV X mit Parameter p.

@ Es qilt
Mx(t) = E[e¥] = 3524 (1 — p)~ petk = %Zk 1(1 - p)e.

(4] Furt<|n(m) folgt MX( )_%)< 1 —p)et )

@ Ableiten nach t liefert M{)(t) = ﬁ

@ Auswerten an der Stelle t = 0 ergibt E[X] =

@ Analog folgt, dass E[X?] = 2p2p. (Ubung)

P _1
2 .

Satz Momente einer ZV determinieren Verteilung
Seien X, Y ZV. Falls flirein § > 0

My (t) = My(t) fur alle t € (3, 6),

dann besitzen X und Y dieselbe Verteilung.

(ohne Beweis)
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Multiplikativitat der Erzeugendenfunktion
Satz Multiplikativitat der Erzeugendenfunktion
Seien X, Y unabhangige ZV. Dann gilt My, y(t) = Mx(t)My(t).

Beweis:

My v(t) = E[e"X+Y)] = E[e¥ "] = E[e¥|E[e™] = Mx(t)My (1) O
Anwendung:

@ Sei Mx(t)My(t) die Moment Erzeugendentkt einer Verteilung D.
@ Dann muss D die Verteilung X + Y sein.

Herleitung von Chernoff Schranken:
@ Aus der Markov Ungleichung folgt far alle t > 0
Pr(X > a) = Pr(e¥ > e®) < E[e Ele].
@ Daraus folgt insbesondere Pr(X > a) < mingo ]E[et L.

@ Man wahlt nun fir die gewlinschte Verteilung ein geelgnetes t.
@ Oft ist man an einer gut handhabbaren Schranke interessiert.
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Poisson Proben

My (t) fur Poisson Proben:

@ Seien Xj,..., X, unabhangige 0-1 ZV mit Pr(X; = 1) = p;.
(sogenannte Poisson Proben)

® Sei X =37 Ximit p =E[X] =7 E[X] = >, pr.
@ Fir die Moment Erzeugendenfunktion von X; gilt

My,(t) = E[e] = pje! + (1 — pi) =1 + pj(e' — 1) < eP(e' D).
@ Mit Hilfe der Multiplikativitat von Mx(t) folgt

Bl = Mx(t) = ][ Mx(0)

< J[eP@" = eZhiple=h) — gle=tu,

i=1
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Chernoff Schranken
Satz Chernoff Schranken

Seien Xj, ..., X, unabhangige Poisson Proben mit Pr(X; = 1)
Sei X =Y, X; und x = E[X]. Dann gilt

Q firalled > 0:Pr(X > (1+d)u) < <$)“
2
Q fir0<s<1:Pr(X>(1+0)u) <e s,
@ fir R>6u:Pr(X > R) <2 f
Beweis:
@ Aus der Markov Ungleichung folgt

= Pi-

PI’(X > (1 +5)N) — Pr(etX > et(1+5)”) < E[eX] olef—1) iz

— et(1+0)p) — et(1+9)
@ Fir § > 0 kénnen wir t =In(1 + 4) > 0 wahlen. Aussage 1 folgt.

@ Fir Aussage 2 kann man die Ungleichung
@ Fir3.seiR=

W < e 3 zeigen.
(1+9)u. Fir R > 64 folgt 1 + 6 > 6 und

5 p (1+6)p R _
PrX>(1+0)u) < (w57 ) <@ty < (8" <2h
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Chernoff Schranken

Satz Chernoff Schranken (Abweichung nach unten)
Seien Xi, ..., X unabhéngige Poisson Proben mit Pr(X; = 1) = p;.
Sei X =7, X; und p = E[X]. Dann gilt
. —5 O\ K
Q firalled > 0:Pr(X < (1-0)u) < (%) .

_ us?

Q fir0<do<1:PriX<(1-d)u)<e z.

Beweis: analog zum Beweis zuvor.

Korollar Chernoff Schranke
Seien Xj,. .., X, unabhangige Poisson Proben mit Pr(X;) = p;.
Sei X =57, X;und = E[X]. Dann gilt fir0 < § < 1 :

82

Pr(|IX —p| > dp) <2e 5.
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Anwendung Chernoff

n-facher Minzwurf:
@ Sei X die Anzahl von Képfen bei n Minzwurfen. Mit Chernoff folgt
Pr(IX — 2| > 1v6ninn) < 2e"32°5" = 2.
@ D.h. die Abweichung vom Mittelwert ist meist O(v/nin n).
@ Mit Chebychev hatten wir Pr(|X — 3| > 7) < 4.
@ Chernoff liefert die deutlich bessere exponentielle Schranke

Pr(IX — 2| > 2) < 2¢ 323 — 2¢" 7.

Prob - Vorlesung 06 Moment Erzeugendenfunktion, Poisson Probe, Chernoff Schranken, Mengen Balancierung 53/57



Chernoff: Spezialfalle

Satz Chernoff fur +£1-ZV

Seien Xi, ..., X, unabhangige ZV mit Pr(X; = 1) = Pr(X; = (—1)) = %
Sei X = 327, X.. Fir alle a> 0 gilt Pr(X > a) < e 5.

Beweis:
o Mit Taylor-Entwicklung e ' =1 — t+ & — £ 4 giltfuralle t > 0
: _ 2i 2i 2 /9y 2
E[e™] = Je' + Je~' = Yino thiy < Lizo a1 = Lino A = €7.
2I1
o Es folgt aus der Unabhangigkeit E[e™] = []7_, E[e%] < e’z und

X 2
Pr(X > a) < M8l < %'t

@ Setzung von t = 2 liefert Pr(X > a) < e—é. O
Korollar Chernoff fir +1-ZV
Seien Xj, ..., X, unabhéngige ZV mit Pr(X; = 1) = Pr(X; = (1)) = 5
Sei X =, X;. Fur alle a > 0 gilt Pr(|X| > a) < 29—327.




Chernoff: Spezialfalle
Satz Chernoff fir 0, 1-ZV

Seien Yi, ..., Yy unabhangige ZV mit Pr(Y; = 1) =Pr(Y; =0) =
Sei Y =37, Yiund u=E[Y] = J. Es gilt

3
. _2d
Q firallea>0:Pr(Y>pu+a)<e n
Q furalle § > 0: Pr(Y > (1 +6)u) < e 0,
Beweis:
@ Mit der Ersetzung Y; = X1 erhalten wir
Y=y, Yf—z,:1 =L
@ Aus voriger Folie folgt Pr(Y > n + a)
@ Mit der Setzung a = du folgt analog
2 2
Pr(Y > (1+6)pu) =Pr(X > 20p) < e~ 7 = e n,
Korollar

)+2—2X+.U
62
—Pr(X >2a) < e T,

O

Wir gelten selbige Schranken fir Pr(Y < u—a) und Pr(Y < (1 —d)p) J
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