Chernoff Schranke fir Poisson ZV

Satz Chernoff Schranke flr Poisson ZV
Sei X eine Poisson ZV mit Parameter n. Dann gilt
@ fir x > pu: Pr(X > x) < &1lew”

XX
Q fir x < i Pr(X < x) < &2len)”

XX

Beweis:

@ Wir zeigen nur die 1. Ungleichung, die 2. folgt analog. Es gilt
Pr(X > x) = Pr(eX > &) < FIET] < gu(e—1x,
o Firdie Wahl t = In(%) > 0 folgt

Pr(X > x) < ex_'“_XI”(ﬁ) _ gX—p—xInx+xinp _ e~ (ep)”
> Xx) < (en)”
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Poisson als Grenzwert der Binomial-Verteilung

Satz Poisson ist Grenzwert der Binomial-Verteilung fur kleine p

Sei X, ~ B(n, p), wobei lim,_,., np = X konstant ist. Dann gilt

Beweisskizze:

@ Es gilt unter Verwendung von 1 + x < e* fur |x| < 1

Pr(X, = k) = (’7) k(1 — p)"- k < < klpkg g;k < (nlfl) e ;’;(
@ Wegen lim,_o, np = A folgt lim,_,.. p = 2 = 0. Damit gilt
liM o0 Pr(Xp = k) < & ""(”P) = ‘,j,“.

@ Ahnlich kann man limp_... Pr(X, = k) > €

zelgen (]
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Poisson Approximation fur Balle und Urnen
Balle-Urnen Modell:

e ZV X,.(m), i=1,...,n,der Balle pro Urne sind nicht unabhangig.
e Z.B. gilt offenbar X{™ = m — 7 x(™,

@ Wir wirden gerne die X,.(m) als unabhangige Poisson-ZV Y,.(m),
i=1,....,n mity = T behandeln (Poisson-Fall).
Lemma Poisson versus exakt

Die Verteilung (Y™, ..., Y{™) eingeschrankt auf 3, Y™ = k ist
identisch zur Verteilung (X1(k), . ,X,Sk)), unabhéngig von m.

Beweis: )
o Fir Y k= ki py = Pr((XY .. X)) = (k... kn)) = (b 1),

o Fir po = Pr((Y\™ ... YY) = (K, ... ka) | 3, Y™ = k) gilt

Pr((Y{™=ky)N.. m(y’") k)OS k=) I e~ 7 (2)/(kit)
p2 Z: 1 ,'m) k 1e mmk/k' _p1D
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Poisson versus exakt

Satz Poisson versus exakt
Sei f(x1, ..., Xn) €ine nicht-negative Funktion. Dann gilt

E[f(X1(m)7‘,.,Xr(7m))] < e\/ﬁ-E[f(Yf’"),, . Yrgm))].

Beweis:Unter Verwendung der Abschétzung m! < ey/m(Z)™ gilt

oo n n
k=0 i=1 i=1
n n
> B[V, ) IS = m PS> Y = m)
=1 i=1
efmmm
= EfX",... X"
1
> — E[f(xX™,... x{™). O
= e\/m [ ( 1 ) » N )]
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Poisson versus exakt

Korollar Poisson versus exakt

Jedes Ereignis E, dass Ws p im Poisson-Fall besitzt,
besitzt Ws < e\/mp im exakten Bélle/Urnen-Fall.

Beweis: Sei f die Indikatorfunktion von E. Dann ist E[f] = Pr(E). O

Ubung: Fiir spezielle f sind noch bessere Schranken méglich.
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Untere Schranke fir maximale Beladung

Satz Untere Schranke fiir maximale Beladung

Wir werfen n Bélle in n Urnen. Dann besitzt fir hinreichend groBe n

eine Urne mindestens 1> Balle mit Ws > 1 — 1

Beweis:
@ Modelliere Anzahl X; der Bélle in Urne i als Poisson-ZV mit = 1.
@ Esgilt Pr(X; > M) > e — 1
@ D.h. alle Urnen haben weniger als M Bélle mit Ws hdchstens

(1 eMI) <e eMl

e Falls e & < %, ist diese Gegenws im exakten Fall < en—@ <1

@ Fir die Wahl M = |r'1’}n”n folgt e~ & < % (nach etwas Rechnen). O
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Anwendung Hash-Ketten

Szenario: Wérterbuchsuche
@ Besitzen sortierte Black-List mit n nicht erlaubten Passworten.
@ Uberpriifen eines einzelnen Passworts benétigt ©(log n) Schritte.
@ Frage: Effizientere Datenstruktur fir die Wérterbuchsuche?

Datenstruktur Hash-Kette:
@ Hashfunktion f : U — [1, n] mit Pr(f(x) = j) = 1 fur alle x € U.
@ Hashkollisionen werden mittels verketteter Listen behandelt.
@ D.h. die n Passworter entsprechen Ballen, die n Hashwerte Urnen.
@ Suche eines Wortes: erwartet ©(1) und O(A"2 ) mit hoher Ws.

Ininn
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Scheduling und Leader Election

Szenario: Scheduling

@ n Nutzer u; € U wollen gleichzeitig einen Rechner nutzen.
@ Missen Reihenfolge festlegen, d.h. eine Permutation wahlen.

Lésung mittels Hashing:
@ Wihle eine Hashfunktion f: U — [1, n®] mit Pr(x = j) = %
@ Nutzer u; mit kleinstem Hashwert f(u;) kommt zuerst, usw.
@ Bendtigen: Keine zwei Nutzer erhalten denselben Hashwert.
@ Fur ein festes u; gilt f(u;) = f(u;) flr ein j # i mit Ws
T—(1- )<l <3
@ Union Bound: 2 Nutzer besitzen denselben Hashwert mit Ws < 15

Leader Election: Wahle Leader u; mit kleinstem Hashwert f(u;).
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