Die Probabilistische Methode

Beobachtung: Besitzt ein Ereignis Ws > 0, so muss es existieren!
Notation: Sei Kj, der komplette Graph mit n Knoten und (3) Kanten.

Satz

Falls 2()-1 > (1), existiert eine 2-Kantenfarbung des Kj, so dass kein
K Subgraph monochromatisch ist.

Beweis:
@ Farbe jede Kante zuféllig und unabhangig mit Ws %
e Ereignis A;: i-te Clique K, i =1,..., (%), ist monochromatisch.
o K" pesitzt (£) Kanten. D.h. Pr(4;) = ﬁ
2\2)~ .
@ Mit Union Bound existiert ein monochromatischer K,S') mit
PrU, 4) < ) Pray = ()20 < 1.
@ D.h. kein monochromatischer K,E’) existiert mit
Pr(N®) A) = 1 - PrU®, 4 > 0. 0.
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Nicht alle kleiner als der Erwartungswert.

Lemma
Sei X eine ZV mit E[X] = n. Dann gilt

Pr(X > u) > 0und Pr(X < u) > 0.

Beweis:
@ Wir zeigen nur Pr(X > u) > 0, Pr(X < 1) > 0 folgt analog.
@ Angenommen Pr(X > n) > 0. Wir erhalten den Widerspruch
=2 XPr(X=x)=5,  XPr(X=x)<p>,  Pr(X=x)=p.

Problem Max-Cut

Gegeben: Graph G= (V,E) mit|V|=nund |E|=m
Gesucht: Maximaler Cut V=AUB

Max-Cut ist ein NP-hartes Problem.
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Mindestgréie eines Max-Cuts
Satz MindestgréBe eines Max-Cuts

Jeder Graph G = (V, E) besitzt einen Cut der Gr6Be mindestens 7. J
Beweis:

e Weise jedes v € V mit jeweils Ws } zu A oder B.
@ Sei E={eq,...,ep}tund IV X; =1, falls ; zum Cut beitragt.
@ Esgilt E[X;] = 1. Sei C ZV firr die GréBe des Cuts. Dann gilt
E[C] = S EIX] = 3.
@ D.h. es existiert eine Partition V = AU B mit CutgréBe |C| > 7. O
Algorithmus(Las Vegas) BIG-CuT
EINGABE: G = (V, E)
@ REPEAT
@ Weise jedes v € V jeweils mit Ws % zu A oder B.
UNTIL C(A,B) > T
AUSGABE: V = AU B mit CutgréBe C > 7
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Konstruktion eines grof3en Cuts

Satz Laufzeit von BIG-CUT
BIG-CuUT lauft in erwarteter Zeit O(nm?).

Beweis:
@ Jede Zuweisung in 1.1 l&uft in O(n).
o Die Uberpriifung von C(A, B) > T benétigt O(m).
@ Definiere p = Pr(C > 7). Wegen C < m gilt
3 =E[C]l =Y cniPr(C=)+YniPr(C=i) < (1-p)"5 +pm.
o Auflésen nach p liefert p > 1.
@ Die Anzahl lterationen von Schritt 1 ist geometrisch verteilt mit p.
@ D.h. wir benétigen erwartet ;—, = O(m) viele lterationen. [
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Derandomisierung von BIG-CUT

Algorithmus DETERMINISTIC BIG-CUT
EINGABE: G = (V, E)

© Setze A= {v;}und B = (.

@ FORi=2ton

@ Falls v; weniger Nachbarn in A als in B besitzt, setzte A= AU {v;}.
@ Sonstsetze B= BU {v;}.

AUSGABE: V = AU B mit CutgréBe C > 7

Laufzeit: O(n+ m), d.h. linear in der Eingabe.
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Korrektheit DETERMINISTIC BIG-CUT

Satz Korrektheit von DETERMINISTIC BIG-CUT
DETERMINISTIC BIG-CUT berechnet einen Cut der GréBe C > 7.

Beweis:
@ Sei x; € {A, B} die Menge, in die v; platziert wird.
@ Sei E[C|x1, ..., X(] die erwartete Cut-GréBe nach Platzierung von
X1,..., Xk, wobei die verbliebenen Knoten zuféllig platziert werden.
@ Danngilt E[C] > 7 (BIG-CUT) und E[C] = E[C | x1].
@ Ferner gilt
E[C| X1,....Xk] = SE[C | x1,..., X, Al + E[C | X1, ..., Xk, B].
@ Alle Kanten, die nicht inzident zu v, 1 sind, tragen dasselbe zu
den beiden Erwartungswerten auf der rechten Seite bei.
@ DETERM. BIG-CUT wahlt das Maximum beider Erwartungswerte.
@ Esfolgt E[C | X1,...,Xk] <E[C| X1,...,Xk+1] fUralle 0 < k < n.
@ D.h. bei Terminierung von DETERMINISTIC BIG-CUT gilt
E[C | X1,...,X] 2 E[C | X1,...,X,—4] > ... > E[C] > 2. O
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Sample and Modify
Sample and Modify Strategie
@ Sample: Erzeuge zuféllige Struktur.
@ Modify: Modifiziere, bis die gewlinschte Eigenschaft erreicht ist.

Algorithmus INDEPENDENT SET
EINGABE: G=(V,E)mit |V|=n,|E| =m
@ Setze d = 27’" (durchschnittlicher Grad eines Knoten).
© Losche jedes v € V und dessen inzidente Kanten mit Ws 1 — ]—j.
© Losche alle verbliebenen e € E und einen der adjazenten Knoten.
AUSGABE: Knotenmenge V' C V mit {u, v} ¢ E furalle u,v e V'

Korrektheit:

@ Nach dem Samplen in Schritt 2 erhalten wir kein Independent Set.
@ Die Modifikation in Schritt 3 stellt die gewlinschte Eigenschaft her.

Prob - Vorlesung 09 Probabilistische Methode, Cut-Berechnung, Derandomisierung, Sample & Modify 79/87




GréBe des Independent Sets

Satz GréBe des Independent Sets

INDEPENDENT SET berechnet ein V' erwarteter GréBe ..

Beweis:

@ Sei X ZV fiir die Anzahl Knoten nach Schritt 1. Dann gilt E[X] = 5
@ Sei Y ZV fur die Anzahl Kanten nach Schritt 2.

@ Kante Uberlebt, falls beide adjazenten Knoten Uberleben. D.h.
E[Y]=mb =2 = 1.
@ Schritt 3 16scht héchstens Y Knoten. D.h. |V/| > X — Y mit

2
EX-Y]=0_fo=p_r° [

Korollar

Jedes G = (V, E) enthélt eine unabhéngige Menge der GréBe > 4

&
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