Anwendung: Kanten-disjunkte Pfade
Problem Wahl kanten-disjunkter Pfade

Gegeben: n Paare Nutzer mit Mengen F; von m Pfaden pro Nutzer
Gesucht:  Auswahl n kanten-disjunkter Pfade

Satz Existenz kanten-disjunkter Auswabhl

Es existiert eine kanten-disjunkte Auswahl, falls fiir alle F;, F;, i # j die
Anzahl nicht kanten-disjunkter Pfade héchstens k < 8ﬂn ist.

Beweis:
@ Wahle jeden Pfad aus F; unabhangig gleichverteilt mit Ws %
@ Ereignis E;;: Pfade aus F;, F; besitzen gemeinsame Kante.
@ Esgilt p=Pr(E;;) < X firalle i # j.
@ Sei d der Grad des Abhéngigkeitsgraphen der E; ;.
@ E;;ist unabhéangig von E; j fur {i,j} n{/,j'} = 0. D.h. d < 2n.
@ Wir erhalten 4dp < 87k < 1.
@ Mit Lovasz Local Lemma folgt Pr(ﬂ,-#j?,j) >0. O
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Markov Kette

Definition Markov Kette

Ein stochastischer Prozess X = {X; | t € Ny} ist eine Menge von ZV.
Ein stochastischer Prozess X heil3t Markov Kette, falls

Pr(Xe=at | Xt—1=at-1,...,Xo=a0) =Pr(Xe = a; | Xe—1 = ar-1).

Anmerkungen:

@ D.h Zustand X; hangt nur von X;_; ab (unabh&ngig von Historie).
@ Sei{0,1,...,n} bzw. {0,1,...} der Zustandsraum der X;.
@ Wir gehen von Zustand i nach Zustand j mit Ubergangsws
_Pij=Pr(Xe =] Xe—1 =1).
@ Wir definieren die Ubergangsmatrix P = (p; j)o<ij<n (bw. oo)-
@ Esgilt} ;- opi,=1faralle .
@ Sei pi(t) die Ws: Prozess besitzt zum Zeitpunkt t Zustand i.
@ p(t) = (po(t), p1(t),...,pn(t)) ist Zustandsverteilung. Es gilt
pi(t) = > ;50 Pi(t — 1)pji bzw. p(t) = p(t — 1)P.



Eigenschaften von Markov Ketten

Anmerkungen:
@ Wir bezeichnen die Ws in m Schritten von i nach j zu wechseln
pil = Pr(Xerm =J | Xt = 1).
o Offenbar gilt o} = 350 PikPR; -
® Sei P(™ = (pM)o<;j<n- Dann gilt PM = P . P(M~1) — P bzw.
p(t+m) = p(t)P™.
@ P wird oft als gerichteter Graph G(V, E) veranschaulicht.
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Anwendung: Random Walk 2-SAT Algorithmus

Problem 2-SAT

Gegeben: 2-SAT Formel ¢(x1,...,Xn)
Gesucht: erflllende Belegung oder Ausgabe “nicht erflllbar”

Algorithmus 2-SAT
EINGABE: ¢(x1, ..., Xn), m (Parameter fur Erfolgsws)

@ Starte mit einer zufalligen Belegung.

Q@ FORi=1to2mn?

@ Falls Belegung erflllend, Ausgabe der Belegung, EXIT.
@ Wahle eine beliebige nicht-erflllte Klausel k.
© Andere flr ein zufélliges Literal in k die Belegung der Variable.

© Ausgabe “nicht erflllbar”.
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Analyse 2-SAT

Satz 2-SAT

2-SAT findet fur erflllbare ¢ eine erflllende Belegung nach erwartet
O(n?) lterationen. Die Ausgabe “nicht-erfiilloar” erfolgt mit Ws < 21—m

Beweis:
@ Sei S eine erflllende Belegung und A; die Belegung in Iteration i.
@ Sei X; eine ZV fiir die Anzahl der Ubereinstimmungen in S und A;.
@ Falls X; = n, so gibt 2-SAT die Belegung S aus.
@ Esqilt Pr(Xj,1 =1 ] X; =0) =1. In Schritt 2.2 ist k nicht erfillt.
@ Daher stimmen A;, S an > 1 Stelle nicht Uiberein. D.h.
Pr(Xiw1 =+ 1] X =) > Jbzw. Pr(Xiss =j— 1] X;=j) < }.
@ Wir betrachten die Markov Kette Y = {Y; | t > 0} mit
Yo=Xo, Pr(Yiu1=1]Y;=0)=1undfir1 <j<n:
Pr(Yip1 =j+1[Yi=j)=Pr(Yi1=j—1]Yi=j)=3.
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Analyse 2-SAT

Beweis: (Fortsetzung)
@ Y bendtigt zum Erreichen von n mindestens solange wie Xy, X, ...
@ Y modelliert einen Random Walk auf dem Intervall 0,1,..., n.
@ ZV Z;: Anzahl Schritte bei Startwert i bis zum Erreichen von i + 1.
@ Sei h; =E[Z]. Es gilt h = 1. Fur 1 < i < nfolgt
hi=E[Z]=3 1+ 3 E1+Z_1+Z] =1+ 3hi_1 + hi
@ Wirerhalten hi =2+ hi_1=2+2+h o=...=2i+hy=2i+1.
@ D.h. unabhéngig vom Startwert Y, bendtigen wir Schrittzahl max.
E[7% Z = Y10 ElZ] = Yl 2i +1 = .
@ Teile 2-SAT in Segmente der GréBe von 2n? lterationen.
@ Pro Segment benétigen wir < n? Iterationen zum Erreichen von n.
@ Die Markov- Ungleichung liefert Pr(Z}:O1 Z>2m) < 2”—;2 =1
@ D.h. wir finden S nicht in m Segmenten mit Ws héchstens 21—", O
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Anwendung: randomisierter 3-SAT Algorithmus
Modifikation fir 3-SAT Algorithmus:

Setze im Algorithmus 2-SAT fiir die FOR-Schleife i = 1 to cc.

Satz Komplexitat fur 3-SAT

3-SAT benétigt auf einer erfillbaren 3-SAT Formel erwartet Zeit (9(2”).J

Beweis:
@ Seien S, Aj, X; und Z; analog zum vorigen Beweis. Es gilt nun
Pr(Xip1 =j+1| Xi=/) > Jbzw. Pr(Xq = j— 1] X; = j) < 2.
@ Wir betrachten die Markov Kette Y = {Y; | t > 0} mit
Yo=Xo, Pr(Yiz1=1]Y;=0)=1undfir1 <j<n:
Pr(Xis1 =j+ 1| Xi=j) = gund Pr(Xsq = j = 1| Xi = j) = 3.
® Nunfolgt E[Z] = hj= -1+ 2 -E[1 +Z_1+ Z] =1+ 2hi_¢ + 2h;.
= h =3+2h_1=3(1+2)+2%h o =...=3(2°+... 42" ") 42hy =2"2_3
@ D.h. h,_1 =©(2"). Aus Zf’;& h; = O(2") folgt die Laufzeit. O
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