3-SAT Algorithmus mit Reset

Idee: Falls X; nicht nahe bei n ist, starte neu.

Algorithmus 3-SAT geset
EINGABE: ¢(x1,...,Xn)

© REPEAT

© Wahle eine zuféllige Belegung.
Q@ FOR/=1to3n

© Wahle beliebige nicht-erflllte Klausel k. Falls nicht vorhanden, EXIT.
@ Andere fir ein zufalliges Literal in k die Belegung der Variable.

© UNTIL (erfullende Belegung gefunden)
AUSGABE: erflllende Belegung von ¢(x1, ..., Xn)
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3-SAT Algorithmus mit Reset
Satz 3-SAT Algorithmus mit Reset

Fir erfillbare ¢ besitzt 3-SAT geser €rwWartete Laufzeit O(n% (4/3)M
Beweis:

@ Sei g; die Ws, dass S in 3n Schritten erreicht wird, wenn anfangs
in Schritt 2 genau j Variablen nicht mit S Gbereinstimmen.

@ Man muss in Summej mal in die ¢ rlchtlge Richtung gehen. D.h.

,,,,, (1)) ( /) fir0 < j < n.
° Aus der Stlrllng—FormeI folgt (3) > <

\/(27)/ ¢ < 1 konstant. D.h.
qj > \%(%)2/(3) (%Y > \%(E)j-
@ Seiq die Ws, dass wir in Schleife 2.1 erfolgreich sind. Wir erhalten
2n+2, 1 (D@ = &) (HGY)
— a(rHE) = e i)
@ Insgesamt bendtigt man erwartet Laufzeit 13n = O(n%(4/3)”). O
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Gambler’s Ruin

Szenario: Spielen bis zum Ruin
@ Spieler 1 besitze ¢4 Euro, Spieler 2 besitze ¢, Euro.
@ Pro Runde gewinne jeder Spieler 1 Euro vom anderen mit Ws %

@ Ein Spieler gewinnt, falls er das Geld des anderen besitzt.
Frage: Mit welcher Ws qp gewinnt Spieler 1?

Modellierung als Random Walk:
@ Wir betrachten den Gewinn von Spieler 1.
@ D.h. der Random Walk beginnt in 0 und endet in —¢; bzw. /5.
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Gambler’s Ruin

Satz Spielen bis zum Ruin

Spieler 1 gewinnt mit Ws qg = 51“2

Beweis:

@ Sei g; die Ws des Gewinns bei Zwischengewinn von j Euro.
@ Uns interessiert qo. Es gilt g, =0,q,, = 1 und

g = %t + I fir —04 < j < Lo

Q4= Qr, =2Qe, 1 — Qo2 = 3Qe, 2 — 24, 3 = (L2 +1)qo — {291

@ o= Q-t, =2Q-4,+1 — G—t;+2 = 3Q—p42 — 24,43 = £19-1 — (61 — 1)qo
@ Addiere ¢4-mal Gleichung (1) zu ¢o-mal Gleichung (2).

@ Esfolgt /4 = £1(f2 +1)qo — l2(¢1 —1)qo = ({1 +£2)qo. O

Ubung: Zeigen Sie, dass g = ffl/ flr —0; < j < L.
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Random Walks auf Graphen
Definition Stationare Zustandsverteilung

Ein Ws-Verteilung 7 fir eine Markov Kette heif3t stationér, falls 7 = 7‘rP.J
Anmerkung:

@ Wir berechnen stationares 7 durch Lésen des linearen Systems

7 =7P.
@ Sei h;; die erwartete Anzahl von Schritten von Zustand 7/ nach /.
@ Man kann zeigen, dass h;; = &

Random Walk auf G = (V, E):

@ Wir betrachten endliche, ungerichtete, zusammenhangende G.

@ Zusatzlich soll G nicht bipartit sein. D.h. fir jeden Knoten v € V
existiert ein Pfad von v nach v ungerader Lénge.

@ Furjedes v € V bezeichne d(v) den Grad von v.

@ Angenommen wir sind im Zeitpunkt ¢ in Knoten v. Dann gehen wir

zum Zeitpunkt t + 1 mit Ws jeweils ﬁ zu einem der Nachbarn.
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Random Walk besitzt stationare Verteilung.
Satz Random Walk besitzt stationare Verteilung.
Random Walks auf G konvergieren zu einem stationaren 7 mit

= 90

N Q.

Beweis:

@ Esgilt > ,cym = ey gf,:K' = 1. D.h. 7, ist eine Ws-Verteilung.

@ Sei P die Ubergangsmatrix und N(v) die Nachbarn von v
@ Das lineare Gleichungssystem 7 = 7P ist aquivalent zu

Ty = ZUGN(V) Wuﬁ-
% |6st das System denn
d
D oueN(w) T dL = ZueN(v )L - gy .

@ Die Setzung m,

Korollar

Es gilt fiir hy,, = £ firalle ve V.
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Laufzeit fur Pfade

Lemma Laufzeit fir Pfade
Falls (u, v) € E, so gilt hy , < 2|E|.

Beweis:

@ Seien N(u) die Nachbarn von u. Es gilt

2|E
2EL s = Swente) 3y (1 + ).

@ Wegen v € N(u) folgt sicherlich h, , < 2|E|. O

Definition Uberdeckungszeit

Fir G= (V, E) sei T, die erwartete Zeit bis ein Random Walk
gestartetin v € V alle Knoten von V besucht.
Wir bezeichnen Tg = max,cy{T,} als Uberdeckungszeit von G.

Prob - Vorlesung 12 3-SAT mit Reset, Gambler's Ruin, Random Walk auf Graphen, Uberdeckungszeit

102/ 117



Uberdeckungszeit

Satz Uberdeckungszeit
Firalle G = (V, E) gilt T < 4| V| - |E]. }

Beweis:
@ Wabhle einen Spannbaum S von G. S besitzt |V| — 1 Kanten.
@ Wir starten Tiefensuche auf S in einem beliebigem Startknoten.

@ Dies liefert eine Traversierung, die jede Kante genau einmal in
beide Richtungen durchlauft.

Ferner entspricht der Startknoten dem Endknoten.

]

@ Sei Vg, V4, ..., Vp(|v|—1) = Vo die Tour dieser Traversierung.

@ Die erwartete Zeit fiir diese Tour ist eine obere Schranke fir Tg.
o Dh. Tg< Y23,

<(2|V|-2)-2|E| <4|V| |E. O

Vit
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