Samplen von erflillenden Belegungen

Verbessertes Samplen:
@ Seip=CyV...VC.
@ OBdA enthalte keine Klausel C; eine Variable und deren Negation.
@ Sei B; die Menge der erflllenden Belegungen von C;.
@ Sei /; die Anzahl der Literale in C;. Es gilt | B;| = 2"
@ Definiere U = {(i,b) |1 <i<tund be B} mit|U] = !, 274,
@ Belegungen kénnen mehrmals in U auftauchen.
@ Die Anzahl erfilllender Belegungen von ¢ ist d(¢) = | UL, Bjl.
@ Wir zahlen nur das erste Auftreten einer Belegung durch
S={(i,b)[1<i<tbeB;,b¢B,firj<i}mit|S|=d(e).
Idee: Sample uniform aus U, zahle wie oft man dabei in S landet.
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DFN-COUNTING
Uniformes Samplen aus U:
@ Wahle Klausel i mit Ws ‘lB ‘l
@ Wahle zufallig eine erfullende Belegung b € B;.
@ Die Literale aus C; mlssen dafiir auf wahr gesetzt werden.
@ Die in C; nicht auftretenden Variablen werden u‘r;h;orm gesetzt.
1

@ Damit wird jedes (i, b) € U ausgewahlt mit Ws OB = ﬁ

Algorithmus DNF-COUNTING

EINGABE: ¢(x1,...,xn) = Cy V...V Gt (C; enthalte ¢; Literale), m
@ Setze X = 0.
@ Berechne |B;| =2"%i furi=1,...,t Berechne |U| = Zf:1 |Bil.
© FORk=1tom

@ Waibhle Klausel i mit Ws % aus.

@ Wabhle uniform eine erfillende Belegung b € B;.
@ Fallsb¢ Bifir1 <j<i setze X=X+1. (effizient testbar)

AUSGABE: Y = £ . |U|
v
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Analyse von DFN-COUNTING

Satz DFN-COUNTING ist FPRAS
DFN-COUNTING ist ein FPRAS fir m = [ In(5)]. J

Beweis:
@ Wir wahlen in 3.2 ein uniformes b € U. Es gilt Pr(b € S) > 1.
@ Sei IV Xk = 1 gdw in lteration k der Wert von X erhéht wird.

® Dh. = E[X] >} bzw. t > 1. Fiir die Wahl m = [3“”( )7 folgt
m> 3@
Z =2,
@ Mit Chernoff-Schranke: % liefert eine (e, §)-Approximation von ||fj|‘.

@ Damit liefert % - |U| eine (¢, ¢)-Approximation von |S|. O

Beobachtung: Geeignetes Samplen erlaubt approximatives Zahlen.
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Markov Ketten Monte Carlo Methode (MCMC)

Bsp: Sample in G = (V, E) uniform eine unabhéngige Menge.

Idee: Konstruiere eine Markov Kette mit folgenden Eigenschaften

» Die Zusténde bestehen aus den unabhangigen Mengen in G.
» Der stationdre Zustand « ist die Gleichverteilung.

@ Sei Xj ein Startzustand und Xy, Xi, ... ein Lauf der Kette.

@ Nach einer hinreichend gro3en Zahl Schritte r erreichen wir .
@ Verwende X, Xor, X3/, . .. als Approximation uniformer Samples.
@ Man kann r und die Qualitéat der Samples explizit bestimmen.
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MCMC mit uniformer Verteilung

Frage: Wann ist 7 uniform?
@ In Graphen ist die stationare Verteilung abhangig vom Grad.
@ Idee: Erzeuge gleichen Grad M durch Selbstkanten.
@ Graphen mit Selbstkanten sind nicht bipartit.

Satz Uniforme stationare Verteilung

Sei Q ein endlicher Zustandsraum mit Nachbarn {N(x) | x € Q}. Sei
N = maxyeq |N(x)| und M € N mit M > N. Eine Markov Kette mit

] fiir x # y und y € N(x)

W
Py =10 fiir X # y und y & N(x)
1

% firx =y

besitzt uniforme stationére Verteilung.

Beweis: (ohne Beweis)
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Uniformes Samplen unabhangiger Mengen

Algorithmus Markov Kette ISET
EINGABE: G= (V,E)
@ Wahle Startzustand X; = 0.
@ Berechnung von X1 aus X; fur alle i > 0:
@ Wahleveg V.
@ Falls v € X; setze Xi 1 = X \ {v}.

@ Falls v ¢ X; und X; U {v} unabhéangig ist, setze X1 = X;U{v}.
@ Sonst setze X1 = Xi.

Anmerkungen:

@ Jedes X; ist nach Konstruktion eine unabhangige Menge.
@ Benachbarte X; unterscheiden sich in héchstens einem Knoten.
@ Jede unabhangige Menge von G kann von ISET erreicht werden.
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Uniformes Samplen unabhangiger Mengen

Satz Unifomes Samplen unabhangiger Mengen
ISET besitzt uniforme stationare Verteilung r, falls |[E| > 1. J

Beweis:
@ Sei {u, v} € E. Angenommen wir sind im Zustand X; = {u}.
@ Dann gilt P, , > 0, d.h. wir haben eine Selbstkante.
o Fir x # y gilt entweder Py, = y; oder Py, = 0.
@ Ferner gilt Zy Pyy = 1.
@ Damit ist voriger Satz (Folie 116) anwendbar, und = ist uniform. O
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